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Predgovor

Knjigo Modeliranje dinami£nih sistemov z umetnimi nevronskimi mreºami in sorodnimi metodami je mogo£e uporabljati
kot u£benik za podro£je, ki ga obravnava, ali kot uvodno strokovno literaturo, ki je lahko odsko£na deska za strokovno
bolj poglobljeno literaturo s tega podro£ja.

Namenjena je ²tudentom, predvsem podiplomske ravni, ki imajo zadosti predznanja o dinami£nih sistemih, in strokov-
njakom z ustreznim predznanjem za samoizobraºevanje in seznanjanje z opisanimi koncepti in pogledi na njih.

Knjiga ni pripravljena kot podroben teoreti£no zasnovan opis podro£ja, marve£ je pregled podro£ja identi�kacije dina-
mi£nih sistemov z nevronskimi mreºami in sorodnimi metodami z vidika teorije dinami£nih sistemov in predvsem njene
uporabe. Delo naj bi bralca seznanilo s stali²£em o tej problematiki, ki jo razli£ne stroke, £eprav sorodne, obravnavajo
zelo razli£no.

Gradiva za knjigo sem zbiral kot podlago za predavanja pri predmetu Izbrana poglavja iz teorije avtomatskega vodenja
na podiplomskem ²tudiju Fakultete za elektrotehniko Univerze v Ljubljani. Za njeno kon£no obliko se zahvaljujem
Miru �trublju, ki je izrisal veliko slik, dr. Gregorju Gregor£i£u, ki je dovolil uporabo nekaterih slik iz njegove doktorske
disertacije, in vsem drugim, ki so neposredno ali posredno vplivali na nastajanje tega dela.

Ljubljana, v jeseni 2007 Ju² Kocijan
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1

Uvod v umetne nevronske mreºe

Umetne nevronske mreºe (angl. arti�cial neural
networks)[1] so pojem in na£in re²evanja raznih proble-
mov, ki se pojavljajo ºe ve£ kot pol stoletja. V knjigi
jih bomo imenovali kar nevronske mreºe. Njihova upo-
raba je zelo raznovrstna tako po strokovnih podro£jih (teh-
nika, ra£unalni²tvo, naravoslovje, druºboslovje itd.) in po
problemskih podro£jih (regresija, klasi�kacija, rojenje, lo-
gi£no povezovanje itd.).

Nevronske mreºe se pogosto uporabljajo za eksperimen-
talno modeliranje dinami£nih sistemov, predvsem komple-
ksnih in nelinearnih sistemov, in posledi£no tudi pri na£r-
tovanju avtomatskega vodenja. V knjigi bomo osvetlili
predvsem problematiko s tega podro£ja.

Pri opisu nevronskih mreº se je potrebno zavedati, da gre
za zgo²£en pregled, ki ni mi²ljen, da bi bil popoln, marve£
je njegov namen dati vpogled v podro£je najpogosteje upo-
rabljenih nevronskih mreº za eksperimentalno modeliranje
nelinearnih dinami£nih sistemov in nekaterih posebnosti,
ki pri tem nastopajo.

Nevronske mreºe se razvr²£ajo kot ena, £e ne kar najbolj
znana, izmed metod ra£unske inteligence. Razvrstitev in
povezovanje z metodami tako imenovane umetne inteli-
gence izvirata iz za£etkov nevronskih mreº. Umetne ne-
vronske mreºe izhajajo iz ideje o ponazoritvi biolo²kega
nevrona, ki ga prikazuje slika 1.1, z umetnim in na ta na-
£in narediti osnovni element umetnih moºganov.

Ta miselni vzorec je bil pozneje preseºen z dognanjem, da
nevronske mreºe niso ni£ drugega kot neke osnovne ma-
temati£ne funkcije, s katerimi ponazorimo izbrano neline-
arno funkcijo.

V nadaljevanju poglavja sledi kratek £asovni pregled ra-
zvoja nevronskih mreº. Temu bo sledila delitev nevronskih
mreº po raznih kriterijih. Opisali bomo dve vrsti najpo-
gosteje uporabljenih nevronskih mreº, in sicer ve£nivojski
perceptron in mreºe radialnih baznih funkcij. Nato bomo
opisali ²e idejo, kako uporabimo nevronske mreºe za mo-
deliranje dinami£nih sistemov.

T e l o  c e l i c e

A k s o n

S i n a p s e

D e n d r i t i

Slika 1.1: Biolo²ki vzor umetnega nevrona

1.1 Kratek £asovni pregled razvoja

podro£ja

V tem podpoglavju bomo povzeli glavne mejnike v £asov-
nem razvoju podro£ja. Namen je prikazati razvoj miselno-
sti, ki se je z dognanji spreminjala. Pregled smo naredili na
podlagi [14] s sistemskega vidika. Gre za celosten pogled
na mreºo in njene lastnosti z vidika vhodnih in izhodnih
podatkov.

1943 Tega leta sta McCulloch in Pitts [17] predstavila
modele biolo²kih nevronov, ki so bili temeljni ele-
menti vezij za re²evanje ra£unskih nalog. Iz tistega
£asa izvira mi²ljenje, da gre za element, ki bo nado-
mestil funkcije biolo²kega nevrona.

1949 Hebb, ki je bil po stroki psiholog, je izdal knjigo
[9], v kateri je opisal u£enje nevronov kot nastavlja-
nje uteºi na povezavah med enotami, to je nevroni.
Razli£na in veliko pozneje razvita pravila dolo£anja
uteºi pri nevronskih mreºah, ki jih lahko predsta-
vimo kot enote z medsebojnimi povezavami, so v bi-
stvu izpeljanke iz te metode.

1959 Rosenblatt [26] je opisal enonivojsko nevronsko mre-
ºo, sestavljeno iz elementov, ki jim je dal ime �per-
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Uvod v umetne nevronske mreºe

ceptron� (dojemalnik). Nevronske mreºe iz teh ele-
mentov, £eprav druga£ne, so ²e danes med najbolj
obi£ajno uporabljenimi nevronskimi mreºami. Te-
meljni elementi nevronske mreºe so preklopne funk-
cije, mreºa pa ima, kot smo ºe omenili, samo en
nivo, kar pomeni, da gre vhodni signal iz posame-
znega vhoda do posameznega izhoda samo skozi en
nevron. Ta enostavna struktura precej omejuje zmo-
ºnosti nevronske mreºe.

1960 Widrow in Ho� [30] sta predstavila nevronsko mreºo
iz linearnih elementov, imenovanih Adaline (angl.
ADAptive LINear Element). To mreºo lahko ele-
ktri£no predstavimo kot vhode, uteºene z upori in
povezane na se²tevalnik. V bistvu je nevron line-
arna funkcija in mreºa Adaline aproksimira z ute-
ºeno vsoto linearnih funkcij. Avtorja sta tudi izpe-
ljala prvo analiti£no metodo nastavljanja uteºi, ki
sta jo imenovala pravilo delta. V bistvu gre za me-
todo najmanj²ih kvadratov.

1963 Widrow in Smith [31] sta uporabila nevronsko mreºo
Adaline za stabilizacijo invertiranega nihala.

1969 Minsky in Papert sta v knjigi Perceptrons [18] poka-
zala na omejitve (enonivojskih) nevronskih mreº, ki
uporabljajo perceptron. Na primer, z njimi ni mo-
go£e razvr²£ati elementov, ki niso linearno lo£ljivi.
To pomeni, da z enonivojsko mreºo ne moremo izve-
sti logi£ne funkcije �ekskluzivni ali� (XOR). Avtorja
sta v svoji knijigi pokazala tudi, da lahko omejitve
enonivojskih mreº preseºemo z dvonivojsko mreºo,
toda nista pokazala, kako lahko nastavimo uteºi ve£-
nivojske mreºe. Objava te knjige je pomenila konec
obdobja enonivojskih nevronskih mreº. Izsledki, ob-
javljeni v knjigi [18], so povzro£ili, da je do pribliºno
leta 1982 nastopilo zati²je v raziskavah na podro£ju
nevronskih mreº.

1986 Rumelhart in sodelavci [27] so objavili postopek za
nastavljanje - u£enje uteºi za ve£nivojsko mreºo. Ta
na£in nastavljanja so poimenovali vzvratno u£enje
(angl. backpropagation), ker so jo interpretirali kot
raz²irjanje napake iz izhodov nevronske mreºe proti
vhodom. S tem delom so omogo£ili, da so z ve£nivoj-
skim perceptronom lahko razvr²£ali tudi funkcije, ki
niso linearno lo£ljive oziroma lahko z njimi izvedemo
poljubno nelinearno preslikavo. S tem dognanjem so
povzro£ili razcvet raziskav in uporabe umetnih ne-
vronskih mreº.

pozna 80. leta Umetne nevronske mreºe so za£eli upo-
rabljati za avtomatsko vodenje, npr. [25].

1990 Narendra in Parthasarathy [19] sta uporabljala ne-
vronske mreºe za identi�kacijo in za vodenje dina-
mi£nih sistemov.

1995 Sjöberg in sodelavci so v £lanku [28] pokazali, da
lahko na nevronske mreºe s sistemskega vidika gleda-
mo kot na identi�kacijo z nelinearno regresijo, s tem

so nevronskim mreºam odvzeli �bli²£� metode ume-
tne inteligence. Te in podobne metode so strokov-
njaki preimenovali v metode ra£unske inteligence, da
ne bi pri²lo do nepotrebnih nesporazumov.

po 2010 Z uporabo globokega u£enja so se zelo raz²irile
sposobnosti nevronskih mreº, zlasti v razpoznavanju
govora, slik, objektov itd.

1.2 O umetnih nevronskih mreºah

Temeljni gradnik nevronske mreºe je nevron. Opi²emo ga
s funkcijo

yi = f(
∑
j

wijxj + θi), (1.1)

kjer so xj vhodi v nevron, ki so uteºeni z vrednostmi wij ,
in skupaj s predvrednostmi (angl. bias) θi preko aktivacij-
ske (tudi pragovne) funkcije f(·) dolo£ajo izhode nevrona
yi. Umetni nevron gra�£no prikazuje slika 1.2

. .. .. .

P r a g

I z h o d
y

x

x

x

1

1

1 1

1 2

1 n

2

n

w

w

w

V
h
o
d

i

f ( I )S

q
i

Slika 1.2: Prikaz temeljnega elementa nevronske mreºe -
nevrona

To formalno obliko nevrona sta uveljavila ºe McCulloch
in Pitts [17] in oblika se je v svoji osnovi ohranila do da-
nes. Aktivacijska funkcija ima lahko razli£ne oblike. Prav
tako so tudi nevroni lahko povezani med seboj na razli£ne
na£ine. Nevronske mreºe so se razvijale v veliko smeri in
delimo jih na razli£ne na£ine. Najpogostej²i kriteriji deli-
tev so: na£in dolo£anja parametrov, topologija ali namen.

Na£in dolo£anja parametrov

S parametri nevronske mreºe so najve£krat mi²ljene uteºi
in predvrednosti, ki jih moramo dolo£iti z nekim optimiza-
cijskim postopkom. Na£ini dolo£anja se imenujejo u£enje.
Lo£imo tri na£ine u£enja: nadzorovano (angl. supervised),
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1.2 O umetnih nevronskih mreºah

nenadzorovano (angl. self-organising map) in spodbuje-
vano (angl. reinforcement learning).

Nadzorovano u£enje pomeni, da imamo mnoºico vhodnih
podatkov in ciljno mnoºico izhodnih podatkov ter, glede
na izbrano kriterijsko funkcijo, u£imo nevronsko mreºo
preslikavo med danimi vhodnimi in izhodnimi podatki.
Prvi postopki so bili namenjeni enostopenjskim nevron-
skim mreºam. To sta: pravilo u£enja perceptrona (He-
bbovo pravilo)[9]:

∆wij = γyixj ,

kjer je ∆wij sprememba uteºi in γ konstanta, ki dolo£a
hitrost u£enja, in
delta pravilo (Widrow-Ho�ovo pravilo)[30]:

∆wij = γx(di − yi)xj ,

kjer je (di − yi) razlika med ºeleno in dejansko vrednostjo
izhoda. Za to pravilo se izkaºe, da je v bistvu optimizacija
po metodi najmanj²ih kvadratov.

Najstarej²i postopek u£enja za ve£nivojske mreºe je me-
toda povratnega u£enja (angl. backpropagation). To je
v bistvu delta pravilo, posplo²eno za nelinearne probleme.
Podrobnej²i pogled na metodo pokaºe, da je to gradientna
optimizacijska metoda prvega reda. Metoda povratnega
u£enja se uporablja za izra£unavanje gradienta kriterijske
funkcije. Uporabna je za vse vrste nelinearnih sistemov,
vendar se glede na sistem razlikuje v ra£unski obremeni-
tvi. Da bi izbolj²ali njene pomanjkljivosti, ki sta predvsem
po£asnost in moºnost, da optimizacija obstane v lokalnem
minimumu, so razvili nekatere izbolj²ane razli£ice, kot sta
[14]:

� u£enje z momentom in

� u£enje s prilagodljivo hitrostjo.

Gradientne metode prvega reda so znane kot neu£inkovite
in zato se danes za re²evanje nelinearnih optimizacijskih
problemov uporabljajo v glavnem Newtonove optimizacij-
ske metode, ki spadajo med gradientne metode drugega
reda. Med najpogosteje uporabljanimi sta:

� Gauss-Newtonova modi�kacija in

� Levenberg-Marquardtova modi�kacija.

Samoorganizirane nevronske mreºe se u£ijo nenadzorovano
in v nasprotju z nadzorovanim u£enjem imajo samo-orga-
nizirane mreºe na voljo samo vhodne podatke. Uporab-
ljajo se v glavnem pri razpoznavanju vzorcev za rojenje,
kvantizacijo vektorjev, redukcijo velikega ²tevila podat-
kov, izlo£anje zna£ilnosti. Tipi£en primer je Kohonenova
mreºa, imenovana tudi samoorganizirana preslikava (angl.
Self-Organising Map - SOM)[8].

Kritik

Regulator s

spodbujevanim

učenjem

Sistem

Spodbujevalni signal

Slika 1.3: Blo£na shema spodbujevanega u£enja

Spodbujevano u£enje je v bistvu aproksimacija dinami£-
nega programiranja za u£enje regulatorja. To pomeni, da
ima zelo speci�£no uporabo. U£enje je sestavljeno iz dveh
stopenj, in sicer ocenjevanja in popravljanja parametrov.
Shematsko je prikazano na sliki 1.3.

S tem ko se razvijajo nove optimizacijske metode, se upo-
rabljajo tudi za u£enje nevronskih mreº. Tak primer so
stohasti£ni optimizacijski postopki, kot so iskanje parame-
trov in strukture z evolucijskimi na£ini (genetski algoritmi
in genetsko programiranje). V zadnjem £asu je bila raz-
vita in postala zelo priljubljena metoda globokega u£enja
[3].

Topologija nevronskih mreº

Po topologiji delimo nevronske mreºe na tiste s popolno,
lokalno in nivojsko povezanostjo. Nevronska mreºa s po-
polno povezanostjo je na primer Hop�eldova nevronska
mreºa.

Hop�eldova nevronska mreºa ima za aktivacijsko funk-
cijo preklopno funkcijo ali linearno funkcijo z nasi£enjem.
Njena zna£ilnost je povratna zanka iz izhodov na vhode.
Uporabljamo jo kot asociativni pomnilnik in je zanimiva
predvsem s teoreti£nega vidika, manj je uporabna v pra-
ksi. Izvedenka so Boltzmanovi stroji.

Boltzmanovi stroji so Hop�elova mreºa s skritimi nivoji.
Njihove parametre, to je uteºi, dolo£amo s stohasti£nim
pravilom spreminjanja uteºi, ki ga imenujemo �simulirano
ohlajanje� (angl. simulated annealing).

Primer nevronske mreºe z lokalno povezanostjo je Koho-
nenova nevronska mreºa.

Kohonenova mreºa je primer mreºe, ki jo uporabljamo
predvsem za rojenje (angl. clustering); njena glavna zna-
£ilnost je, da ohranja topolo²ko povezavo (preslikavo) med
podatki.

Primer nevronske mreºe z nivojsko povezanostjo je ve£ni-
vojski perceptron, o katerem bomo podrobneje spregovo-
rili pozneje.
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Uvod v umetne nevronske mreºe

Druga moºna delitev je na vnaprej²nje (angl. feedfor-
ward) in povratne (angl. recurrent) nevronske mreºe (slika
1.4). Ta delitev je narejena glede na pretok signalov po
mreºi. Med vnaprej²nje bi spadale predvsem tiste z ni-
vojsko povezanostjo, med povratne pa one s popolno in
lokalno povezanostjo. Povratne mreºe se od vnaprej²njih,

Slika 1.4: Primer topologije povratne mreºe

pri katerih signali te£ejo izklju£no od vhoda proti izhodu,
razlikujejo po tem, da vsebuje mreºa tudi povratne zanke
iz izhodov. V glavnem gre za samoorganizirajo£e mreºe.

Namen

Nevronske mreºe po namenu lahko razdelimo bolj na grobo
ali bolj na �no. Najbolj na grobo bi lahko razdelili nevron-
ske mreºe na tiste, ki se uporabljajo za klasi�kacijo, in na
tiste, ki se uporabljajo za regresijo.

Klasi�kacija ali razporejanje je postopek, v katerem mo-
ramo podatke razporediti v kon£no ²tevilo mnoºic. To po-
meni, da delamo preslikavo v kvantizirani izhodni prostor.
Regresija je postopek, v katerem lahko izhodne vredno-
sti zavzamejo kakr²no koli vrednost. Pri regresiji delamo
vhodno-izhodno preslikavo v zvezni izhodni prostor.

V tej knjigi je poudarek na uporabi nevronskih mreº in
podobnih pristopov za modeliranje dinami£nih sistemov
in uporabo teh modelov za na£rtovanje avtomatskega vo-
denja. Zato se ne bomo ukvarjali s klasi�kacijo in njim
namenjenimi nevronskimi mreºami, marve£ se bomo iz-
klju£no posvetili regresiji. To pomeni, da se bomo ukvar-
jali z nadzorovanim u£enjem v glavnem vnaprej²njih mreº.

Pomembnej²e lastnosti nevronskih mreº

Nevronska mreºa je nelinearna preslikava iz vhodnega pro-
stora Rn v izhodni prostor Rm podatkov

f : Rn → Rn (1.2)

pri vhodno-izhodnih podatkih (x, y) tako, da velja y =
f(x). Nevronske mreºe so univerzalni aproksimatorji [10].
To pomeni, da lahko vedno najdemo nevronsko mreºo
ustreznih dimenzij s katero lahko aproksimiramo izbrano
nelinearno funkcijo poljubno natan£no.

V literaturi velikokrat najdemo interpretacijo, da ima ne-
vronska mreºa sposobnost u£enja na primerih. To v bistvu
pomeni, da parametre mreºe dobimo z optimizacijo glede
na izbrano kriterijsko funkcijo, npr.

E(k) =
1

2

n∑
j=1

(dj(k)− yj(k))2 (1.3)

in z izbranim optimizacijskim algoritmom (u£nim pravi-
lom).

Tako nau£ena nevronska mreºa lahko opravlja nau£eno
preslikavo, kar je velikokrat interpretirano kot sposobnost
posplo²evanja.

Skupna de�nicija nevronskih mreº ne obstaja. Obstajajo
le skupne zna£ilnosti, ki druºijo razli£ne modele. Te sku-
pne zna£ilnosti nevronskih mreº so:

� zgradba iz velikega ²tevila preprostih elementov, ki
so medsebojno povezani,

� v splo²nem spremenljiva topologija, kar pomeni, da
se povezave spreminjajo oziroma spreminjajo se vre-
dnosti uteºi na povezavah ali pa se spreminja ²tevilo
elementov mreºe,

� zgradba omogo£a vzporedno obdelavo informacij,

� informacije se obdelujejo glede na stanje mreºe in
vhode vanjo.

Veliko ve£, kot je skupnih zna£ilnosti, je lastnosti, ki ne-
vronske mreºe med seboj lo£ujejo, in sicer:

� metodologija postopkov,

� tipi mreº,

� u£na pravila,

� podro£ja uporabe in

� druge lastnosti.
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1.3 Ve£nivojski perceptron

Umetne nevronske mreºe danes

Nevronske mreºe ºe dolgo niso ve£ le raziskovalno podro-
£je, marve£ tudi uporabna tehnologija. �e je bilo to po-
dro£je od leta 1985 magnet za raziskave (slika 1.5 prika-
zuje ²tevilo objav s podro£ja vodenja dinami£nih sistemov
v prej²njem stoletju), je dandanes to tehnologija, ki jo
uporabljamo na mnogih podro£jih. Tudi pri nas je nekaj
u£benikov, ki opisujejo nevronske mreºe (npr. [2], [4], [11],
[12], [16], [24], [29], [32]), in poleg tega ²e ve£ znanstvenih
in strokovnih £lankov. Slovenski avtorji so napisali tudi
nekaj znanstvenih monogra�j s tega podro£ja, kot sta na
primer [6] in [13].
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Slika 1.5: Rast ²tevila £lankov - umetne nevronske mreºe
v regulacijski zanki (vir: G.W. Ng: Application of Neural
Networks to Adaptive Control of Nonlinear Systems)[21]

Naj na²tejemo nekaj podro£ij in uporab nevronskih mreº:

� aeronavtika (avtomatski pilot, zaznavanje napak itd.),

� avtomobilska industrija (avtomatsko vodenje itd.),

� ban£ni²tvo (razpoznavanje dokumentov itd.),

� elektronika (vodenje, razpoznavanje vzorcev itd.),

� govor (razpoznavanje itd.),

� kosovna industrija (vodenje, napovedovanje itd.),

� medicina (analize signalov itd.),

� ra£unovodstvo (razne analize itd.),

� robotika (vodenje, zaznavanje itd.),

� telekomunikacije (kompresija podatkov itd.),

� transport (sistemi za diagnozo itd.),

� voja²ka industrija (obdelava signalov radarjev, so-
narjev itd.),

� zabava (animacija, specialni efekti itd.),

� zavarovalni²tvo (optimizacija vrednosti itd.),

� drugo.

Ali so umetne nevronske mreºe izpolnile pri£akovanja, ki
so jih imeli raziskovalci v zgodnjih obdobjih razvoja?

V zgodnjih obdobjih so raziskovalci ºeleli predvsem razu-
meti delovanje biolo²kih sistemov z uporabo matemati£nih
modelov. Obstajala je zelo mo£na vez med biolo²kimi raz-
iskavami in podro£jem nevronskih mreº. Pri£akovanja v
tistem £asu so bila velika. Nevronska mreºa naj bi bil
zametek umetne inteligence. Kot smo ºe povedali, se je
izkazalo, da temu ni tako. Po eno strani je bilo to razo-
£aranje, po drugi strani smo dobili tehnologijo, ki je zelo
primerna tam, kjer potrebujemo u£inkovito metodologijo
za izdelavo nelinearnih preslikav [15].

Eno izmed podro£ij, na katerem so nevronske mreºe zelo
uporabne, je tudi modeliranje dinami£nih sistemov in nji-
hova uporaba za na£rtovanje avtomatskega vodenja. V
glavnem nevronske mreºe uporabljamo za identi�kacijo
nelinearnih dinami£nih sistemov, imamo pa tudi izvedbe
avtomatskega vodenja (temu bomo posvetili posebno po-
glavje).

Obseºni literaturi s podro£ja nevronskih mreº sledi tudi
programska oprema, ki jo lahko uporabljamo za delo z ne-
vronskimi mreºami. Med bolj znanimi spada programska
oprema na podlagi programskega paketa Matlab (npr. [20]
in [22]).

1.3 Ve£nivojski perceptron

Ve£nivojski perceptron, ki ga shemati£no prikazuje slika
1.6, zapi²emo z ena£bo

V h o d n i
n i v o

S k r i t i
n i v o j i

I z h o d n i
n i v o

V h o d i I z h o d i

U t e � e n e
p o v e z a v e

N e v r o n

Slika 1.6: Ve£nivojski perceptron

yi = fi(
∑
j

wijfn(
∑
k

wjkfm(
∑
l

wklxl+w
1
0l)+w

2
0k)+w3

0j).

(1.4)
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Uvod v umetne nevronske mreºe

Ve£nivojski se imenuje zato, ker je sestavljen iz vsaj enega
skritega nivoja (aktivacijski funkciji fn, fm) in iz izho-
dnega nivoja fi. Ve£nivojski perceptron je univerzalni a-
proksimator [10]. To velja takrat, kadar ima en ali ve£
skritih nivojev in zaradi tega se vedno ve£ uporablja le en
skriti nivo.

Najpogostej²e aktivacijske funkcije (primera na sliki 1.7)
so:

- 1

I

f

0

1

T a n g e n s -  s i g m o i d n a  f u n k .  

- 1

1

I

f

L i n e a r n a  f u n k c i j a

0

Slika 1.7: Dva primera aktivacijskih funkcij

� sigmoidna,

� hiperboli£ni tangens,

� linearna,

� Gaussova,

� funkcija signum.

V skritem nivoju je aktivacijska funkcija pogosto sigmoi-
dna

f(I) =
1

1 + e−aI
, (1.5)

kjer a, I ∈ R, medtem ko je najpogostej²a izhodna funk-
cija linearna (slika 1.7).

Ve£nivojski perceptron je tipi£en primer nevronske mreºe,
ki ga uporabljamo za regresijo. Poglejmo si dva primera,
kako lahko aproksimiramo nelinearni funkciji z ve£nivoj-
skim perceptronom.

Primer aproksimacije funkcije ene spremenljivke

Funkcijo

y = 30
[
100(x− 0.6)2(x− 0.1)(x− 0.8)− 5e−5x

+ 0.9 sin(20x+
π

4
)
]
, (1.6)

kjer je x vhodna spremenljivka in y izhodna spremenljivka,
bomo aproksimirali z ve£nivojskim perceptronom z enim
skritim nivojem. Aktivacijska funkcija skritega nivoja je

sigmoidna funkcija, medtem ko je izhodnega linearna funk-
cija.

Funkcijo smo aproksimirali v ve£ korakih tako, da smo
najprej optimirali uteºi mreºe z enim nevronom v skri-
tem nivoju, potem z dvema in tako smo pove£evali ²tevilo
nevronov skritega nivoja, dokler nismo dosegli ºelene sto-
pnje aproksimacije. Za u£enje - optimizacijo smo uporabili
Levenberg-Marquardtovo modi�kacijo Newtonove optimi-
zacijske metode ali kratko Levenberg-Marquardtovo u£no
metodo. Rezultate optimizacije prikazujejo slike 1.8 do
1.10. Na koncu smo dobili nevronsko mreºo s petimi ne-
vroni v skritem nivoju.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−150

−100

−50

0

50

100

150

200

Rezultati identifikacije (1 skriti nevron)

x

y

 

 
prava f.

model

Slika 1.8: Ve£nivojski perceptron z enim nevronom v skri-
tem nivoju
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Slika 1.9: Ve£nivojski perceptron z dvema nevronoma v
skritem nivoju

Primer aproksimacije funkcije dveh spremenljivk

Funkcijo

z(x, y) = x cos(2x) + y sin(2y)− 0.75, (1.7)
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1.4 Mreºa radialnih baznih funkcij
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Slika 1.10: Ve£nivojski perceptron s petimi nevroni v skri-
tem nivoju

kjer sta x in y vhodni spremenljivki in z izhodna spremen-
ljivka, bomo zopet aproksimirali z ve£nivojskim perceptro-
nom z enim skritim nivojem. Tudi tokrat bo aktivacijska
funkcija skritega nivoja sigmoidna funkcija, izhodnega pa
linearna. Tudi tokrat smo stopnjevali strukturo skritega
nivoja od enega do petih nevronov. Rezultate prikazujejo
slike 1.11 do 1.13.
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Slika 1.11: Ve£nivojski perceptron z enim nevronom v skri-
tem nivoju (ciljna povr²ina je temno sive barve, nau£ena
povr²ina je bele barve)

1.4 Mreºa radialnih baznih funkcij

Mreºa radialnih baznih funkcij (RBF angl. radial basis
function network) je druga najpogosteje uporabljena ne-
vronska mreºa. Mreºa vsebuje nelinearne pretvorbe vho-
dnih podatkov, ki z uteºeno vsoto tvorijo izhod mreºe,
prikazane na sliki 1.14. Nevronska mreºa izvede aproksi-
macijsko funkcijo f : Rm → R, ki je matemati£no opisana
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Slika 1.12: Ve£nivojski perceptron z dvema nevronoma v
skritem nivoju (ciljna povr²ina je temno sive barve, nau-
£ena povr²ina je bele barve)
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Slika 1.13: Ve£nivojski perceptron s petimi nevroni v skri-
tem nivoju (ciljna povr²ina je temno sive barve, nau£ena
povr²ina je bele barve)
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Slika 1.14: Mreºa radialnih baznih funkcij

kot:

y = f(x) =

N∑
i=1

wigi(x, γi). (1.8)
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Uvod v umetne nevronske mreºe

Funkcija g se imenuje bazna funkcija in je v primeru te
nevronske mreºe neka radialna funkcija. Moºne radialne
funkcije so:

� g(r) = r, linearna radialna funkcija,

� g(r) = r2, kvadratna funkcija,

� g(r) = exp(−r
2

ρ2 ), Gaussova funkcija (slika 1.15),

� g(r) = [1 + exp( r
2

ρ2 ]−1), logisti£na funkcija,

� g(r) = r2 log(r), razni zlepki (angl. spline function),

� g(r) = (r2 + ρ2)
1
2 , ve£kvadratna funkcija,

� drugo.
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Slika 1.15: Gaussova bazna funkcija

Za ve£ vhodov bi bila na primer Gaussova bazna funkcija
videti taka:

gi = exp

[
− 1

2

(
(x1 − γi1)2

ρ2
i1

+
(x2 − γi2)2

ρ2
i2

+ . . .

+
(xn − γin)2

ρ2
in

)]
, (1.9)

kjer so xj ; j = 1, . . . , n vrednosti vhodnih podatkov, γij ; j =
1, . . . , n so sredi²£a radialnih funkcij gi in ρij ; j = 1, . . . , n
so skalirni faktorji radialnih funkcij gi. Radialne funkcije
so pogosto usredi²£ene v N to£k vhodnih podatkov, npr.
γi = xi i = 1 . . . n ≤ N . Lahko pa je njihov poloºaj
in izbira radijev ρi del optimizacijskega postopka oziroma
u£enja. Primer porazdelitve in ponazoritev, kako je posta-
vljena radialna funkcija, prikazujeta iz razli£nih perspektiv
sliki 1.16 in 1.17.

Pomembna lastnost mreºe radialnih baznih funkcij je njena
stabilnost, ki je odvisna od izbire radialnih funkcij. Ker
imajo npr. Gaussove bazne funkcije lastnost, da se bliºajo
vrednosti ni£, ko se oddaljujejo od sredi²£a, pomeni, da je
tudi izhod nevronske mreºe vedno omejen, £e imajo uteºi

V h o d

S t a n j e

K r i v u l j a  r a v n o t e � n i h  t o è k

Slika 1.16: Porazdelitev centrov mreºe RBF

y ( k + 1 )

y ( k ) u ( k )

ig

ix

Slika 1.17: Posamezna RBF glede na nelinearnost

kon£ne vrednosti. Ta BIBO stabilnost (angl. bounded
input bounded output) je tako pomembna, da so bazne
funkcije zaradi tega v glavnem Gaussove funkcije. Tudi
mreºe radialnih baznih funkcij so univerzalni aproksima-
torji [23].

Ker se uteºi wi spreminjajo linearno glede na izhod, jim ni
tako teºko najti optimalne vrednosti glede na kriterij naj-
manj²ih kvadratov napake. Mreºa radialnih baznih funk-
cij vsebuje dodatne parametre γi in ρ, katerih vrednosti
so v splo²nem neznane. �e optimiziramo tudi vrednosti
teh parametrov, potem imamo opravka z nelinearnim op-
timizacijskim problemom, kot je bil to primer z ve£nivoj-
skim perceptronom. Zelo uspe²en optimizacijski pristop v
tem primeru je metoda ortogonalnih najmanj²ih kvadra-
tov (angl. ortogonal least square - OLS)[5].
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1.5 Nevronska mreºa za opis nelinearnega dinami£nega sistema

Primer funkcije dveh spremenljivk

Funkcijo

z(x, y) = sin(0.4x3 − 1.6y2 + 0.5) (1.10)

bomo aproksimirali z mreºo baznih radialnih funkcij. Ba-
zna funkcija bo Gaussova funkcija. Optimirali bomo uteºi
mreºe z razli£nim ²tevilom baznih funkcij ²irine ρ = 0.1,
ki jih bomo pove£evali, dokler ne bomo dovolj dobro apro-
ksimirali dano funkcijo z(x, y). Rezultati so prikazani na
slikah od 1.18 do 1.21.
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Slika 1.18: Mreºa s tremi radialnimi baznimi funkcijami
(ciljna povr²ina je temno sive barve, nau£ena povr²ina je
bele barve)
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Slika 1.19: Mreºa s petimi radialnimi baznimi funkcijami
(ciljna povr²ina je temno sive barve, nau£ena povr²ina je
bele barve)
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Slika 1.20: Mreºa z enajstimi radialnimi baznimi funkci-
jami (ciljna povr²ina je temno sive barve, nau£ena povr-
²ina je bele barve)
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Slika 1.21: Mreºa z enaintridesetimi radialnimi baznimi
funkcijami (ciljna povr²ina je temno sive barve, nau£ena
povr²ina je bele barve)

1.5 Nevronska mreºa za opis neli-

nearnega dinami£nega sistema

Nevronske mreºe, kot smo jih obravnavali, opisujejo sta-
ti£ne nelinearne funkcije. Njihove uteºi optimiramo tako,
da dobimo najbolj ustrezno povezavo med vhodnimi in iz-
hodnimi podatki. Ko damo na vhod nove podatke, mreºa,
ki ponazarja preslikavo, poi²£e ustrezne izhodne vrednosti.

Pri dinami£nih sistemih imamo opravka z nelinearnostjo,
ki na izhodu daje vrednost, ki ni odvisna le od vrednosti
na vhodu, marve£ tudi od stanj sistema, ki so ponavadi
pretekle vrednosti vhodnega in izhodnega signala oziroma
njunih odvodov (odvisno od tega, ali imamo opravka z
diskretnim ali zveznim sistemom).

Obi£ajno ponazarjanje dinami£nih sistemov je tako, da
spomin (ali odvajanje) izvedemo zunaj aproksimatorja, v
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Uvod v umetne nevronske mreºe

na²em primeru nevronske mreºe, in potem na vhod pri-
peljemo tudi zakasnjene (ali odvajane) vrednosti vhodov
in izhodov. Pri dinami£nih sistemih po navadi gledamo
vhodno-izhodno obna²anje prek signalov oziroma £asovnih
vrst podatkov za razliko od stati£nih sistemov, pri katerih
se ukvarjamo s posameznimi vhodnimi in izhodnimi vre-
dnostmi. Ker gre za iste vrste nevronskih mreº in druge
sorodne metode, je re²itev ta, da mreºa opravi svojo funk-
cijo v vsakem £asovnem koraku posebej. To pomeni, da
v izbranem £asovnem trenutku k optimiramo nevronsko
mreºo za napoved vrednosti v naslednjem trenutku k + 1
tako, da pri vrednostih vhodov, ki so sestavljeni iz vzorca
vhodnega signala in izbranega ²tevila vzorcev vhodnega
in izhodnega signala iz predhodnih trenutkov (zakasnje-
nih vzorcev) in sedanjega trenutka, daje vrednost napo-
vedi odziva dinami£nega sistema v naslednjem trenutku.
To lahko ponazorimo z ena£bo (1.11)

ŷ(k + 1) = f(y(k), y(k − 1), . . . , u(k), . . .), (1.11)

kjer je s simbolomˆozna£ena napoved in je k zaporedno
²tevilo vzorca. Tak na£in se imenuje enokora£na predik-
cija. Podrobneje bomo o tem govorili v naslednjih poglav-
jih.

Ko preverjamo obna²anje dinami£nega sistema, naredimo
to z ve£kora£no predikcijo oziroma simulacijo, to pomeni,
da preizku²amo obna²anje mreºe s celotnim signalom pri
£emer neznane vrednosti izhodnega signala zamenjamo z
njihovimi napovedmi. Idejo o izvedbi simulacije nevronske
mreºe, ki opisuje dinami£ni sistem, prikazuje slika 1.22 in
jo lahko ponazorimo z ena£bo

ŷ(k + 1) = f(ŷ(k), ŷ(k − 1), . . . , u(k), . . .). (1.12)

Ko nevronsko mreºo optimiramo, imamo opravka z nadzo-
rovanim u£enjem vnaprej²nje mreºe. Model dinami£nega
sistema, ponazorjen s to nevronsko mreºo, pa je zaradi
povratnih zvez povratna mreºa.
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Slika 1.22: Prikaz simulacije identi�ciranega nelinearnega
dinami£nega sistema

Primer aproksimacije dinami£nega sistema prvega
reda z mreºo RBF

Z mreºo RBF ºelimo ponazoriti dinami£ni sistem, ki ga
opisuje diferen£na ena£ba:

y(k + 1) = 0.2 tanh(y(k)) + sin(u(k)). (1.13)

Vhodni in izhodni signal, ki ju uporabimo pri u£enju ne-
vronske mreºe, sta vsak posebej sestavljena iz 2207 vzor-
cev. Dinami£ni sistem bomo modelirali z nevronsko mreºo,
ki bo vsebovala 20 Gaussovih baznih funkcij z ρ = 0.3 na-
klju£no razme²£enih v ravnini v podro£ju, v katerem so
vrednosti vhodnega in izhodnega signala. Ve£ o tem, kako
identi�ciramo dinami£ne sisteme z nevronsko mreºo, bo
govora v naslednjih poglavjih. Poglejmo si, kako je ne-
vronska mreºa ponazorila nelinearnost y(k+1) pri vhodih
y(k) in u(k). Rezultate prikazuje slika 1.23. Na prvi po-
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y
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Aproksimacija z veliko baznimi funkcijami

y(k)

y
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Slika 1.23: Nelinearni dinami£ni sistem (leva slika) in nje-
gova ponazoritev z mreºo RBF (desna slika)[6]

gled je videti ponazoritev, ki je prikazana na desni strani
slike 1.23, zelo slaba, vendar se pri podrobnej²em ogledu
izkaºe, da je dovolj dobra v podro£ju, v katerem so bili
na voljo podatki za u£enje nevronske mreºe. Primer zelo
nazorno pokaºe, kako pomembno je, da se zavedamo ome-
jenih moºnosti nevronskih mreº, obenem pa nakazuje kom-
pleksnost identi�kacije dinami£nih sistemov z nevronskimi
mreºami.
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2

Identi�kacija linearnih dinami£nih sistemov

2.1 Povzetek o identi�kaciji linear-

nih dinami£nih sistemov

Namen tega poglavja je povzeti temelje identi�kacij line-
arnih sistemov zato, da bi lahko znanje nadgradili oziroma
uporabili za razlago pristopov k identi�kaciji nelinearnih
sistemov. Podrobno o teoriji in praksi identi�kacije line-
arnih dinami£nih sistemov najdemo npr. v delih [10], [2],
[7], [3] idr.

Identi�kacija je eksperimentalna dolo£itev £asovnega ob-
na²anja procesa z uporabo merjenih signalov. �asovno
obna²anje je de�nirano znotraj nekega razreda matema-
ti£nih modelov in ponazarja identi�cirani proces tako, da
so razlike med procesom in njegovim matemati£nim mo-
delom £im manj²e [10].

Poglavitna naloga pri identi�kaciji, ki je oblika eksperi-
mentalne analize sistemov, je najti primerno strukturo mo-
dela, ki dolo£a razred modelov, v katerem model i²£emo.
Optimizacija parametrov te strukture je naslednji korak.
Temeljno pravilo pri identi�kaciji je, da ne identi�ciramo
delov procesa, ki jih ºe poznamo. Predznanje o procesu,
naj bo �zikalni vpogled ali znanje, pridobljeno z izku²nja-
mi, je potrebno izkoristiti. Ena izmed delitev matemati£-
nih modelov, ki to nakazuje, je po barvni kodi naslednja:

� model �bele ²katle� (angl. white-box model), tudi
teoreti£ni model, ki ga dobimo iz �zikalnega, kemij-
skega ipd. vpogleda v dogajanje v procesu;

� model �sive ²katle� (angl. grey-box model), tudi
kombinirani model, pri katerem imamo nekaj pred-
znanja, ki je lahko v obliki

� celotne ali delne strukture modela, parametre
pa je potrebno oceniti iz meritev;

� poznavanja kombinacij merjenih signalov ali nji-
hovih funkcijskih povezanosti, s katerimi si lahko
pomagamo pri modeliranju;

� model �£rne ²katle� (angl. black-box model), tudi
eksperimentalni model, pri katerem identi�ciramo
strukturo in parametre, saj o procesu nimamo pred-
znanj. Do modela procesa pridemo samo z analizo
vhodnih in izhodnih signalov procesa (slika 2.1).

M o d e lu ( k ) y ( k )

V h o d I z h o d

Slika 2.1: Proces kot dinami£ni sistem z vhodnimi in iz-
hodnimi signali

Teorija in praksa identi�kacij dinami£nih sistemov je sku-
pek rezultatov znanstvenih dognanj in inºenirske prakse.
Na tem podro£ju je poleg omenjene literature na voljo tudi
precej programske opreme za identi�kacijo.

Identi�kacijske metode lahko delimo na veliko na£inov.
Poglejmo si le nekatere od delitev glede na razli£ne vidike
[10]:

� Razred matemati£nih modelov:

� neparametri£ni modeli,

� parametri£ni modeli.

� Razred uporabljenih signalov:

� zvezni, diskretni,

� deterministi£ni, naklju£ni, psevdonaklju£ni.

� Pogre²ek med procesom in modelom:

� izhodni,

� vhodni,

� posplo²eni.

� So£asnost meritev in vrednotenja:

� nesprotne,

� sprotne.

� Postopek obdelave podatkov:

� nerekurziven -

* direktni,
* iterativni,
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Identi�kacija linearnih dinami£nih sistemov

� rekurziven.

� Struktura modelov:

� linearni modeli,

� nelinearni modeli.

Celoten postopek identi�kacije je opisan npr. v literaturi
[10], [2], [7]. Osnovne korake identi�kacije lahko povza-
memo kot:

1. dolo£itev uporabe oziroma namena modela,

2. zbiranje predznanj,

3. na£rtovanje meritev,

4. izvedba meritev,

5. identi�kacija modela in

6. preskus identi�ciranega modela.

Celoten postopek je zelo iterativen in interaktiven. Za in-
ºenirsko prakso identi�kacij so posebno pomembni koraki,
v katerih dolo£imo oziroma izberemo uporabo modela, me-
ritve podatkov in vrednotenje modela.

Ko eksperimentalno modeliramo - identi�ciramo neki sis-
tem, je teºavnostna stopnja problema zelo odvisna od tega,
ali imamo opravka s stati£nim (ena£ba (2.1)) ali dinami£-
nim (ena£bi (2.2) in (2.3)) sistemom. Dinamika sistema
bistveno pove£a zahtevnost problema.

� Stati£ni sistem:

F [u(t), y(t)] = 0, (2.1)

kjer je u(t) vhodni signal in y(t) izhodni signal.

� Dinami£ni sistem:

F [t, u(t), u̇(t), ü(t), . . . , u(m)(t),

y(t), ẏ(t), ÿ(t), . . . , y(n)(t)] = 0, (2.2)

kjer so u̇(t), ü(t), u(m)(t) prvi, drugi in m-ti odvod
zveznega vhodnega signala u(t) in ẏ(t), ÿ(t), y(n)(t)
pa prvi, drugi in n-ti odvod zveznega izhodnega si-
gnala y(t).

F [k, u(k), u(k − 1), u(k − 2), . . . , u(k −m),

y(k), y(k − 1), y(k − 2), . . . , y(k − n)] = 0,

(2.3)

kjer so u(k− i); i = 1 . . .m zakasnjene vrednosti dis-
kretnega vhodnega signala u in y(k − i); i = 1 . . . n
zakasnjene vrednosti diskretnega izhodnega signala
y.

Metode identi�kacije pogosto delimo po razredu modelov.
Razdelimo jih na:

� neparametri£ne in

� parametri£ne modele.

Neparametri£ni so najpogosteje modeli linearnih sistemov.
Vhodno-izhodno obna²anje procesa opisujejo v obliki tabel
vrednosti ali krivulje. Tipi£ni predstavniki so:

� frekven£ni odzivi (Bodejevi diagrami),

� uteºne funkcije, odzivi na stopnico,

� Fourierova analiza, analiza frekven£nega odziva, ko-
relacijska analiza, spektralna analiza.

Parametri£ne modele uporabljamo za modeliranje tako li-
nearnih kot nelinearnih dinami£nih sistemov. To so mo-
deli z eksplicitno izraºenimi parametri. Najpogosteje so
to modeli, zapisani v obliki:

� diferen£nih ena£b,

� diferencialnih ena£b,

� prenosnih funkcij,

� zapisa v prostoru stanj.

Pri identi�kaciji linearnega modela sistema moramo za
take modele dolo£iti red linearnega modela; ta je dolo£en z
redom ena£b, ki opisujejo sistem in regresorje. Regresorji
so tiste veli£ine, od katerih je funkcijsko odvisna napoved
modela. Parametre dolo£imo z optimizacijo, ki ima najpo-
gosteje za kriterij vsoto kvadratov najmanj²e napake (me-
tode najmanj²ih kvadratov), £eprav se uporabljajo tudi
drugi kriteriji, npr. najve£ja verjetnost (metoda najve£je
podobnosti).

Linearne sisteme lahko prikaºemo z naslednjo ena£bo v z
prostoru [9]:

A(z−1)y(z) =
B(z−1)

F (z−1)
u(z) +

C(z−1)

D(z−1)
v(z), (2.4)

kjer so A,B,C,D, F polinomi kompleksne spremenljivke,
z, y(z), u(y), v(z) pa transformi diskretnega izhodnega
signala, vhodnega signala in signala ²uma. V odvisnosti
od tega, katere regresorje smo izbrali za opis sistema, so
nekateri od teh polinomov enaki 0 ali 1.

Metode identi�kacije se razlikujejo po uporabljenih regre-
sorjih in/ali po kriteriju za optimizacijo, pri £emer bomo
v nadaljevanju za optimizacijo predpostavili metodo naj-
manj²ih kvadratov:
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2.1 Povzetek o identi�kaciji linearnih dinami£nih sistemov

� metoda kon£nega impulznega odziva (angl. �nite
impulse response - FIR) (A = F = D = 1, C = 0),
to pomeni, da so regresorji samo zakasnjeni vhodni
signali,

� metoda najmanj²ih kvadratov s posplo²enim pogre²-
kom (angl. autoregressive model with exogenous in-
put - ARX) (F = C = D = 1), to pomeni, da so
regresorji zakasnjeni vhodni in izhodni signali,

� metoda z izhodnim pogre²kom (angl. output error
method - OE) (A = C = D = 1), to pomeni, da so
regresorji zakasnjene vrednosti vhodnega signala in
ocen izhodnega signala (predikcij iz preteklosti),

� metoda raz²irjenih najmanj²ih kvadratov (angl. au-
toregressive and moving average model with exoge-
nous input - ARMAX) (F = D = 1), kjer so regre-
sorji zakasnjeni vhodni, izhodni in ²umni signali,

� metoda Box - Jenkins (BJ) (A = 1), ki ima za regre-
sorje zakasnjene vhodne signale, zakasnjene ocene
izhodnega signala, napako napovedi in napako si-
mulirane napovedi (ko smo za napoved uporabljali
ocene izhodnega signala),

� moºna je tudi predstavitev v prostoru stanj, kjer li-
nearni sistem zapi²emo v obliki : x(k) = Ax(k−1)+
Bu(k− 1), kjer je x(k) = [x1(k), . . . , xn(k)]T vektor
spremenljivk stanj, u je vektor vhodnih spremenljivk
in so A,B matrike konstantnih elementov,

� drugi moºni regresorji.

Poleg opisanih metod obstaja ²e ve£je ²tevilo njihovih raz-
li£ic. Opisane metode se razlikujejo predvsem po tem,
kako v model vklju£ujejo ²um, ki se ga pri realnih sistemih
ne moremo izogniti. Poglejmo si nekaj izbranih modelov
linearnih dinami£nih sistemov drugega reda (slike 2.2, 2.3
in 2.4):

� metoda najmanj²ih kvadratov s posplo²enim pogre²-
kom (ARX)

y(k) = a1y(k − 1) + a2y(k − 2)

+ b1u(k − 1) + b2u(k − 2)

+ v(k); (2.5)

� metoda najmanj²ih kvadratov z modelom ²uma (AR-
MAX)

y(k) = a1y(k − 1) + a2y(k − 2)

+ b1u(k − 1) + b2u(k − 2)

+ v(k) + c1v(k − 1) + c2v(k − 2);

(2.6)

u ( k ) y ( k )
y ( k )B ( z    )

A ( z    )

1

A ( z    )
v ( k )

- 1

- 1

- 1

Slika 2.2: Metoda najmanj²ih kvadratov s posplo²enim
pogre²kom (ARX)

u ( k ) y ( k )
y ( k )B ( z    )

A ( z    )

C ( z    )
A ( z    )

v ( k )

- 1

- 1

- 1

- 1

Slika 2.3: Metoda najmanj²ih kvadratov z modelom ²uma
(ARMAX)

� metoda z izhodnim pogre²kom (OE)

y(k) = a1[y(k − 1)− v(k − 1)]

+ a2[y(k − 2)− v(k − 2)]

+ b1u(k − 1) + b2u(k − 2)

+ v(k). (2.7)

u ( k ) y ( k )
y ( k )B ( z    )

A ( z    )- 1

- 1

v ( k )

Slika 2.4: Metoda z izhodnim pogre²kom (OE)

Vsaka izmed metod ima tudi svoje rekurzivne razli£ice za
sprotno identi�kacijo [10], [2], [7], [3].

Primer identi�kacije z metodo najmanj²ih kvadra-
tov s posplo²enim pogre²kom

Na enostavnem primeru identi�kacije sistema prvega reda
si poglejmo delovanje metode najmanj²ih kvadratov s po-
splo²enim pogre²kom. Sistem, ki bi ga radi identi�cirali,
opisuje diferen£na ena£ba:

y(k) = 0.9512y(k − 1) + 0.09754u(k − 1) (2.8)
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Identi�kacija linearnih dinami£nih sistemov

oziroma prenosna funkcija

H(z) =
0.09754z−1

1− 0.9512z−1
(2.9)

in ni moten s ²umom.

Gre za sistem prvega reda in napoved bo odvisna od ene
zakasnjene vrednosti izhoda in ene zakasnjene vrednosti
vhoda. Regresorja sta torej : y(k−1), u(k−1). Strukturo
modela postavimo z ena£bo za enokora£no napoved (na-
poved vrednosti na podlagi znanih vrednosti regresorjev v
prej²njih trentukih):

y(k) = −a1y(k − 1) + b1u(k − 1). (2.10)

�e vstavimo namesto regresorjev (y(k−1), u(k−1)) in pre-
dikcij (y(k)) merjene vrednosti signalov, lahko zapi²emo
ena£bo (2.10) v matri£ni obliki:

y = ΨΨΨθθθ y(2)
y(3)
...

 =

 −y(1) u(1)
−y(2) u(2)

...
...

[ a1

b1

]
(2.11)

Vedeti moramo, da je vrstni red vrstic lahko tudi zame-
njan, saj optimiramo najbolj²o predikcijo glede na posa-
mezne vrednosti signala in ne na celoten signal.

Predolo£en sistem ena£b re²imo po metodi najmanj²ih kva-
dratov:

θ̂θθ = [ΨΨΨTΨΨΨ]−1ΨΨΨTy. (2.12)

Parametre smo sicer optimirali za enokora£no predikcijo,
ker je to lastnost metod na podlagi modela s posplo²e-
nim pogre²kom, vendar jo moramo preskusiti s simulacijo
(ve£kora£no predikcijo), da bi ugotovili, ali model res za-
dovoljivo povzame dinamiko sistema.

Na slikah 2.5 in 2.6 vidimo uporabljene podatke in rezultat
identi�kacije parametrov.
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Slika 2.5: Vhodni in izhodni signal (sliki levo), pokritost
podro£ja z merjenimi podatki (sliki desno)

V tem primeru smo se osredoto£ili izklju£no na metodo
identi�kacije. Celoten postopek identi�kacije bomo prika-
zali v naslednjem primeru.
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Slika 2.6: Ravnina, ki prikazuje identi�ciran model in po-
datke za identi�kacijo

2.2 Primer identi�kacije mehatron-

skega sistema

Namen tega primera je prikazati celoten proces identi�-
kacije linearnega dinami£nega sistema v praksi in v njem
osvetliti vpra²anja, ki se pri tem pojavljajo. Primer smo
vzeli iz [4], kjer je v nekoliko podrobnej²i razli£ici.

Opis procesa

Dinami£ni proces, ki bi ga radi identi�cirali, je elektro-
mehanska modelna naprava motor-generator proizvajalca
ELWE [1]. To je naprava, namenjena laboratorijskemu
eksperimentalnemu delu pri na£rtovanju vodenja. Shemo
naprave skupaj z opremo za zajemanje podatkov prikazuje
slika 2.7.

Enosmerni motor mo£i 100 W s serijskim vzbujanjem je
mehansko povezan s tuje vzbujanim enosmernim genera-
torjem. Breme generatorja sta dve 40 W ºarnici (220 V).
Zanima nas model procesa, ki ima kot vhod napetost na
sponkah motorja in kot izhod ²tevilo vrtljajev oziroma s
stali²£a meritev model sistema, ki ima kot vhod napetost
na sponkah motorja u in za izhod napetost iz merilnega
pretvornika vrtljajev y. Da lahko sistem vodimo s pro-
cesnim ra£unalnikom, imamo na vhodu sistema tiristor-
ski pretvornik. Merilnik ²tevila vrtljajev daje na izhodu
1 V napetosti pri 1000 vrtljajih na minuto, ki jo peljemo
²e prek merilnega oja£evalnika. Tako sta vhodni in izho-
dni signal v obmo£ju 0 do 10 V. Tiristorski pretvornik in
oja£evalnik sta del spremljevalne opreme sistema motor-
generator istega proizvajalca.

Del merilne opreme je tudi pretvornik PCI-20000 proizva-
jalca Burr-Brown, ki med drugim vsebuje digitalno ana-
logne in analogno digitalne pretvornike, potrebne za za-
jemanje in dovajanje signalov pri identi�kaciji. Blo£no
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Slika 2.7: Modelna naprava motor-generator

shemo splo²nega merilnega sistema za identi�kacijo prika-
zuje slika 2.8. Izmerjeno stati£no karakteristiko procesa
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Slika 2.8: Shema merilnega sistema

prikazuje slika 2.9.

Medtem ko stati£ni model opisuje le oja£enje med vhodno
in izhodno spremenljivko v ustaljenem stanju, dinami£ni
model opisuje poleg oja£enja v ustaljenem stanju tudi pre-
hodne pojave izhodne spremenljivke, ki nastopijo pri spre-
membi vhodne spremenljivke. Zaradi poenostavitve bomo
dinami£ni model procesa imenovali kar model procesa.

Vrtljaji sistema so odvisni od toka skozi ºarnici, ki se zna-
tno spremeni, ko ºarnici zagorita; to se na stati£ni karakte-
ristiki vidi (slika 2.9) kot padec napetosti. Delovna to£ka,
v kateri i²£emo linearizirani model, je 8.5 V. Stati£no ka-
rakteristiko moramo izmeriti zato, da bi lahko na njeni
podlagi proces stati£no linearizirali, kar pa, kot vidimo iz
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Slika 2.9: Izmerjena stati£na karakteristika

slike 2.9, v na²em primeru ni potrebno, ker je stati£na
karakteristika okoli delovne to£ke, ki nas zanima (8.5 V),
dokaj linearna. �e bi ºeleli model, ki opisuje sistem v celo-
tnem delovnem podro£ju, bi morali iskati nelinearni model
(v naravi v glavnem ni linearnih procesov) ali pa se zado-
voljiti z linearnim slabe to£nosti. �e bi ºeleli identi�cirati
nestabilen sistem, bi se morali tega lotiti nekoliko druga£e
[10].

�as vzor£enja, vhodni signal, predhodna obdelava

Izbira vhodnega signala

Razli£ne identi�kacijske metode zahtevajo razli£ne vho-
dne signale. Skupno vsem metodam je, da morajo biti
vhodni signali frekven£no dovolj bogati; to se lahko izraºa
v velikem ²tevilu poskusov ali v razgibanosti posameznega
vhodnega signala [10]. Dober model dobimo le v frekven£-
nem podro£ju, ki ga vzbujamo. Obstaja veliko primernih
in manj primernih vhodnih signalov. Ni dovolj, da upora-
bimo le eno obliko signalov, marve£ moramo vhodni signal
sestaviti iz za vsako frekven£no obmo£je ugodnih signalov.
Podrobnej²i napotki so v [10]. Naj omenimo ²e to, da je
izbira vhodnega signala izredno pomembna pri postopku
identi�kacije. Po navadi se posname odziv procesa na ve£
vhodnih signalih in se potem v nadaljnjem postopku od-
lo£imo za najbolj primerno kombinacijo vhodnega signala
in odziva.

V na²em primeru smo za identi�kacijo izbrali psevdona-
klju£ni binarni signal (PNBS) kot vhodni signal. Ta signal
je pribliºek belega ²uma. Beli ²um [10] je signal s stati-
sti£no neodvisnimi vrednostmi, ki ima spektralno mo£no-
stno gostoto enako konstanti. Zato je zelo primeren za
vzbujanje procesov (proces je vzbujan v celotnem frek-
ven£nem podro£ju), vendar prakti£no neizvedljiv, saj je
njegova srednja mo£ neskon£na [10].
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Identi�kacija linearnih dinami£nih sistemov

PNBS je enostaven za tvorjenje in ima pri omejeni ampli-
tudi zelo veliko mo£nostno gostoto. PNBS ima vrednost
amplitude +a in −a. Menjave predznaka nastopajo le v
£asovno diskretnih trenutkih kλ, k = 1, 2, . . ., kjer je λ
dolºina £asovnega intervala, ki ga imenujemo tudi takt.
Poloºaj ni£el spektra je odvisen od takta λ. λ bomo torej
dolo£ili glede na zanimivo podro£je za identi�kacijo, to se
pravi glede na ocenjeno dinamiko procesa. Zanimivo po-
dro£je ugotavljamo iterativno toliko £asa, dokler se nismo
prepri£ali, da vhodni signal vzbuja celotno za nas zanimivo
frekven£no podro£je.

Dolo£anje amplitude a vhodnega signala naj bo kompro-
mis med £im ve£jo vrednostjo zaradi razmerja signal/²um
na eni strani ter varnostjo in ekonomi£nostjo delovanja in
nelinearnostjo sistema na drugi strani. V na²em primeru
je nelinearnost zelo vpliven dejavnik, kar vidimo iz stati£ne
karakteristike (slika 2.9). Izbrali smo amplitudo a = ±1 V
okoli delovne to£ke (8.5 V), ker smo ºeleli ostati v kolikor
toliko linearnem obmo£ju.

Kadar na izbiro vhodnega signala zaradi razli£nih dejavni-
kov (npr. nezmoºnost spreminjanja) ne moremo vplivati,
moramo vsaj ugotoviti, v katerem frekven£nem podro£ju
ta vhodni signal vzbuja sistem in (posledi£no) v katerem
podro£ju bo na² model veljaven.

Za vrednotenje modela smo izbrali vlak pravokotnih im-
pulzov ²irine 1 sekunda in amplitude ±1, ki zadovoljivo
vzbuja proces v nekoliko oºjem frekven£nem podro£ju.

Izbira £asa vzor£enja

Temeljno pravilo pri izbiri £asa vzor£enja [10] je, naj bo ta
10% £asa izravnave procesa pri odzivu na stopnico. Odziv
na stopnico amplitude 1 V v izbranem linearnem obmo£ju
prikazuje slika 2.10. Iz slike dolo£imo £as izravnave, ki je
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vzorci (Ts=0.01 s)

Stopničasti signal na vhodu
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7
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Odziv sistema

Slika 2.10: Odziv na stopni£asto spremembo

v na²em primeru ≈ 0.2 s, in od tod izberemo £as vzor£enja
Ts = 0.02 s. �as vzor£enja dolo£a frekven£no podro£je, v

katerem lahko opazujemo signal (Shannonov teorem):

fmax =
1

2Ts
= 25 Hz

ωmax = 2πfmax = 157 rad/s. (2.13)

Vhodni signal PNBS smo tvorili z digitalnim registrom
sedme stopnje, in ker smo se odlo£ili za takt λ = 5Ts = 0.1
s, dobimo 635 vzorcev. Celotna meritev je bila torej dolga
12.7 s. Prva ni£la mo£nostnega spektra vhodnega signala
je bila pri ω = 62.8 rad/s. Najbolj uporabno podro£je
je do tiste frekvence, ko mo£nostni spekter pade na polo-
vico, kar je v na²em primeru pri 31.4 rad/s, saj le na tem
frekven£nem podro£ju zadovoljivo vzbuja proces.

Vhodni signal in njegov spekter amplitudne gostote (am-
plitudni spekter aperiodi£nega signala) prikazuje slika 2.11.
Skok spektra amplitudne gostote vhodnega signala pri vre-
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Slika 2.11: Vhodni signal in njegova gostota amplitudnega
spektra

dnosti 0 rad/s na sliki 2.11 nastopi zato, ker smo njegovo
enosmerno komponento (ω = 0) izlo£ili. O tem bomo
govorili malo pozneje. Nismo izbrali le enega vhodnega
signala, marve£ je bil opisani signal izbran med desetimi
po lastnostih podobnimi signali (PNBS signali razli£nih
dolºin in taktov, kar pomeni razli£ne spektre amplitudne
gostote), za katere smo opravili meritve in ²ele na podlagi
vrednotenja izbrali najprimernej²i vhodni signal in ustre-
zno meritev. �tevilo vzorcev naj bo £im ve£je, kajti £im
ve£ je vzorcev, tem bolj²a je identi�kacija. Vhodnemu si-
gnalu, ki smo ga tvorili z ra£unalnikom, dodamo predna-
petost, tako da bo njegova srednja vrednost enaka delovni
to£ki 8.5 V. Odziv sistema v delovni to£ki z izlo£eno eno-
smerno komponento (delovna to£ka) prikazuje slika 2.12.

Pred analogno digitalnim pretvornikom lahko izvedemo
analogno �ltriranje (slika 2.8) in na ta na£in prepre£imo
zgibanje frekvenc [10]. V na²em primeru je bil za to dober
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Slika 2.12: Odziv in njegova gostota amplitudnega spektra

kar merilni oja£evalnik, ki ima frekven£no karakteristiko
nizkopasovnega �ltra. Celotnega vpliva zgibanja zaradi
²irokega pasovnega podro£ja oja£evalnika nismo mogli iz-
lo£iti. Toda tega vpliva ne moremo lo£iti od motilnega
²uma.

Pred postopkom identi�kacije je treba posnete signale pri-
merno obdelati. Odstraniti moramo enosmerno kompo-
nento, ki nastane zaradi delovanja v delovni to£ki (posle-
dici sta skoka spektrov amplitudne gostote na slikah 2.11
in 2.12) in po potrebi zmanj²ati vplive ²uma predvsem za
parametri£no identi�kacijo (o njej bomo govorili pozneje),
da ne bi po nepotrebnem modelirali dinamike, ki nastopi
zaradi motenj, oziroma da ne bi dobili pristranskih rezul-
tatov. To lahko naredimo s �ltriranjem, pri £emer moramo
upo²tevati izbrano metodo identi�kacije. Zato se bomo k
vpra²anju �ltriranja vrnili, ko bomo imeli metodo identi-
�kacije izbrano.

Identi�ciramo lahko neparametri£ne modele, pri katerih ne
potrebujemo vnaprej²njih predpostavk o strukturi modela
(razen linearnosti), ali parametri£ne modele, pri katerih
moramo dolo£iti strukturo vnaprej. Pri identi�kaciji se ti
modeli dopolnjujejo, in kot bomo videli v na²em primeru,
lahko na podlagi enega modela sklepamo na informacijo za
identi�kacijo drugega. Neparametri£ne modele obi£ajno
uporabimo za vrednotenje parametri£nih.

Izbira strukture modela

Izbira strukture modela je pri identi�kaciji parametri£nega
modela zelo pomembna, saj lahko z metodami za ocenjeva-
nje parametrov dolo£imo le vrednosti parametrov. Kak²en
model procesa bomo izbrali, je odvisno od namena modela.
V na²em primeru ºelimo linearni parametri£ni model, ki
bo £im bolj natan£no opisoval sistem okoli delovne to£ke,
vendar naj ne bi bil prevelikega reda. �e ima model ve-
lik red, sicer bolje opisuje dinamiko, vendar je tudi bolj

kompleksen in ima pole in ni£le, ki se med seboj pribliºno
kraj²ajo.

Izbirali smo med metodami, ki so opisane v [10] in smo jih
ºe omenili. Pri identi�kaciji linearnih sistemov se moramo
odlo£iti le za red modela. Prvo oceno reda modela lahko
dobimo z analizo informacijske matrike ali pa z identi�ka-
cijo neparametri£nega modela - frekven£nim odzivom.

Z informacijsko matriko [10] si lahko pomagamo tako: Vre-
dnost determinante det( [ΨΨΨTΨΨΨ]−1

N ), kjer so: ΨΨΨTΨΨΨ informa-
cijska matrika, ΨΨΨ matrika podatkov (podrobneje opisana
pozneje z ena£bama (2.15) in (2.16)) in N dimenzija ma-
trike podatkov, naredi preskok vrednosti pri redu infor-
macijske matrike, in to ve£jemu od reda modela, ki ºe
zadosti dobro opisuje proces. Vrednosti determinante in-
formacijske matrike so bile v na²em primeru: za prvi red
0.3194, za drugi 0.0012, za tretji 4.6501·10−7, za £etrti red
1.4037 · 10−10 in tako naprej. Najve£ji padec vrednosti je
med drugim in tretjim redom, torej je identi�cirani proces
drugega reda.

Drugi na£in za dolo£itev reda modela je neparametri£na
identi�kacija. Glede na to, da smo si izbrali aperiodi£ni
vhodni signal, lahko dolo£imo frekven£ni odziv z ve£ me-
todami: s Fourierovo analizo, korelacijsko analizo ali spek-
tralno analizo. Vse metode morajo na£elno dati enake re-
zultate. Vse zahtevajo aperiodi£ni vhodni signal, medtem
ko korelacijska analiza zahteva kot vhod beli ²um (PNBS
je pribliºek belega ²uma).

Fourierova analiza je sicer enostavna metoda, vendar zelo
ob£utljiva na ²um. Fourierove transforme izra£unamo z
diskretno ali hitro Fourierovo transformacijo.

Frekven£ni odziv lahko izra£unamo tudi s spektralno ana-
lizo. Tako kot daje Fourierova analiza v prisotnosti ²uma
zelo slabe rezultate, je tudi varianca ocene korelacijskih
funkcij pri velikih premikih τ velika. Re²itev obeh proble-
mov je glajenje npr. s Hammingovim oknom [10].

Glajenje je postopek �ltriranja s spremenljivimi uteºmi
(frekven£no ali £asovno okno), s katerimi lahko izlo£imo
²um. Zelo pazljivi moramo biti pri izbiri ²irine okna za
glajenje, saj mora biti to ozko v primerjavi s £asom opa-
zovanja in dovolj ²iroko, da ohrani bistveno informacijo.
Podrobnosti o glajenju najdemo v [10]. Slika 2.13 pri-
kazuje amplitudni in fazni frekven£ni odziv v zanimivem
frekven£nem podro£ju brez glajenja, ki smo ga dobili s
Fourierovo analizo (odziv bi bil enak, £e bi vzeli spek-
tralno analizo brez glajenja) in z glajenjem s £asovnim
Hammingovim oknom velikosti 35 vzorcev, ki smo ga do-
bili s spektralno analizo.

Zavedati se moramo, da lahko z glajenjem zabri²emo ko-
nice v frekven£nem odzivu. Za to, da dobimo prvo oceno
reda sistema, bo dobljeni odziv zadovoljiv. Iz frekven£-
nega odziva, prikazanega na sliki 2.13, smo na podlagi
strmine padanja amplitudnega odziva in poteka faznega
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Slika 2.13: Amplitudni in fazni odziv brez glajenja (£rt-
kana krivulja) in z glajenjem (polna krivulja)

odziva (pri £emer lahko sklepamo tudi na mrtvi £as) po-
trdili odlo£itev, da proces lahko modeliramo kot sistem
drugega reda.

Pri dolo£anju reda modela procesa se moramo zavedati,
da je to iterativni postopek in da kon£no odlo£itev lahko
sprejmemo ²ele v fazi vrednotenja ter da je do sedaj ugo-
tovljena vrednost uporabna le kot za£etna vrednost.

Dolo£itev zakasnitve (mrtvega £asa) je, razen kadar ima-
mo opravka s sistemom prvega reda, lahko dokaj komple-
ksna. Inºenirski pristop k temu problemu je, da ocenju-
jemo parametre pri razli£nih £asih zakasnitve in vzamemo
tisti rezultat, pri katerem se model najbolj ujema s po-
datki. V na²em primeru smo po opisanem postopku pri²li
do zakasnitve 0.04 s. Dobljeno zakasnitev smo preverili
pri faznem odzivu.

Izbor metode za ocenjevanje parametrov ni odvisen le od
procesa, marve£ tudi od oblike motenj oziroma ²uma. Ve-
dno moramo identi�cirati ve£ modelov in se potem na pod-
lagi preskusa veljavnosti (vrednotenja) modela odlo£iti za
tistega, ki najbolj ustreza. Zelo teºko dolo£imo vnaprej,
katero izmed metod za ocenjevanje parametrov - parame-
tri£no identi�kacijo bomo uporabili. Po navadi presku-
simo ve£ metod in se tudi v tem primeru odlo£imo glede
na vrednotenje modelov. Izbirali smo med metodami, ki
so razloºene v knjigah [10, 2].

Odlo£ili smo se za najenostavnej²o, to je nerekurzivno me-
todo najmanj²ih kvadratov z modelom posplo²enega po-
gre²ka [10]. Ta metoda daje, razen pri posebni obliki ²u-
mnega �ltra, pristranske rezultate. Pristranskost lahko
zmanj²amo z ustreznim �ltriranjem, pri £emer iterativno
poi²£emo £im bolj²i �lter. Tak²ni postopki so glede pri-
stranskosti podobni drugim metodam ocenjevanja para-
metrov (metodi raz²irjenih najmanj²ih kvadratov, metodi
najve£je podobnosti).

Metoda najmanj²ih kvadratov v bistvu pomeni re²evanje
predolo£enega sistema ena£b. V primeru ocenjevanja pa-

rametrov neznanega procesa, motenega s ²umom, ocenimo
parametre tako, da uporabimo matemati£ni model procesa
in minimiziramo kvadrat razlike med izhodom procesa in
modela.

Ena£ba motenega procesa v prostoru z se glasi

y(z) =
B(z−1)

A(z−1)
z−du(z) + n(z), (2.14)

kjer so: A(z−1) - imenovalec prenosne funkcije v prostoru
z, B(z−1) - ²tevec prenosne funkcije v prostoru z, y - iz-
hodni signal, u - vhodni signal in n - motnja,

oziroma v £asovnem prostoru

y(k) = a1y(k − 1)− a2y(k − 2)− . . .− any(k − n)

+ b1u(k − d− 1) + . . .+ bnu(k − d− n)

+ a1n(k − 1)− a2n(k − 2)− . . .− ann(k − n).

(2.15)

Vektorski zapis te ena£be je

y(k) = ψψψT (k)θθθ, (2.16)

kjer je
θθθ = [a1, . . . , an, b1, . . . , bn] (2.17)

vektor parametrov. Oceno parametrov izra£unamo v smi-
slu najmanj²ih kvadratov (izpeljava in pogoji so podrobno
opisani v [10]) po ena£bi

θ̂θθ = [ΨΨΨTΨΨΨ]−1ΨΨΨTy, (2.18)

kjer je y vektor izhodnega signala in je matrika ΨΨΨ sesta-
vljena iz vektorjev ψψψ za ustrezne vrednosti elementov vek-
torja y.

Filtriranje je pripomo£ek, s katerim lahko doseºemo, da
so rezultati £im bolj nepristranski. Proces, ki ga opisuje
ena£ba (2.14), lahko zapi²emo tudi

A(z−1)y(z) = B(z−1)z−du(z) +A(z−1)n(z). (2.19)

Metoda najmanj²ih kvadratov daje nepristranske rezul-
tate, £e je A(z−1)n(z) = v(z) beli ²um, to pomeni, £e
dobimo n(z) iz v(z) prek �ltra 1

A(z−1) . To seveda v praksi
in tudi v na²em primeru ni res, zato je potrebno �ltrira-
nje. �e se odlo£imo za �ltriranje, moramo �ltrirati z istim
�ltrom vhodni in izhodni signal.

Ena£bo (2.19) delimo s �ltrom F (z−1) in dobimo

A(z−1)
y(z)

F (z−1)
= B(z−1)z−d

u(z)

F (z−1)
+
A(z−1)

F (z−1)
n(z).

(2.20)
Nepristranske rezultate identi�kacije dobimo, £e je napaka
ena£be (2.20) oziroma njen zadnji £len beli ²um.

Vzemimo, da je n(z) beli ²um. V tem primeru dobimo
nepristranske rezultate, £e velja A(z−1) = F (z−1), to po-
meni, £e �ltriramo z neznanim imenovalcem prenosne funk-
cije neznanega procesa, ki ga identi�ciramo.
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2.2 Primer identi�kacije mehatronskega sistema

V praksi seveda n(z) ni beli ²um (je pa lahko bliºe belemu
²umu kot pasovno omejenemu z 1

A(z−1) ). Zato uporabimo
obliko �ltra (npr. Butterworthov �lter), ki mora biti ta-
k²en, da bo zadnji £len ena£be (2.20) £im bolj bel, kar pa
preverjamo iterativno z vrednotenjem rezultatov.

Po omenjenem postopku smo identi�cirali modele razli£-
nih redov in se po vrednotenju, katerega elemente opisuje
naslednje poglavje, odlo£ili za model drugega reda, pri £e-
mer smo imeli na voljo dve moºnosti, ki ju bomo ²e naprej
vrednotili, da bi izbrali tisto, ki bo primernej²a za na²
namen.

Pri izbranem drugem redu dobimo, £e ne �ltriramo vho-
dnega in izhodnega signala, prenosno funkcijo modela pro-
cesa

Ĝpn(z) =
0.0281z−1 + 0.0165z−2

1− 1.6379z−1 + 0.6890z−2
z−2. (2.21)

To je prenosna funkcija drugega reda v z prostoru s sta-
bilnimi poli in fazno neminimalno ni£lo ter dodatno zaka-
snitvijo (dva £asovna vzorca, kar je 0.04 sekunde).

Po iterativnem postopku dolo£evanja �ltra, pri katerem
smo vhodni in izhodni signal �ltrirali s �ltrom 1

A(z−1) smo
izbrali model drugega reda, ki ga opisuje prenosna funkcija

Ĝpf (z) =
0.0554z−1 − 0.00215z−2

1− 1.743z−1 + 0.7816z−2
z−2. (2.22)

Pri odlo£itvi, katerega izmed obeh modelov bomo izbrali,
si pomagamo z vrednotenjem. Glavne elemente vrednote-
nja opisuje naslednji razdelek.

Preskus veljavnosti modela

Tisti del postopka identi�kacije, ki pove, kako dober je mo-
del in kaj moramo spremeniti (red, metoda, vhodni signal,
£as vzor£enja), je najpomembnej²i del identi�kacije. To je
preskus veljavnosti modela ali tudi vrednotenje modela,
ki se izvaja iterativno in pri katerem upo²tevamo svoja
opazovanja in zaklju£ke in se ne zana²amo le na delne re-
zultate, ki jih daje ra£unalnik. Kateri model sistema bomo
izbrali, ni odvisno le od izpolnjevanja zahtev, ampak tudi
od namena modela. Za preskus veljavnosti lo£imo ve£ po-
stopkov. Postopke bomo prikazali z rezultati vrednotenja
izbranih modelov iz ena£b (2.21) in (2.22).

Preskus pogre²ka modela

Pri metodi najmanj²ih kvadratov naj bi bila napaka mo-
dela enaka belemu ²umu [10]. Zato lahko uporabljamo
naslednje preskuse:

� Vrednosti signala napake e(t) morajo imeti Gaus-
sovo porazdelitev s srednjo vrednostjo ni£. Iz levih
delov slik 2.14 in 2.15 vidimo, da napaka ustreza
temu preskusu, vendar bolj pri modelu, dobljenemu
iz �ltriranih signalov.
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Slika 2.14: Napaka e(k) med odzivoma prenosne funkcije
Ĝpn in procesa, uporabljenega za identi�kacijo (leva slika),
ter porazdelitev signala napake e(k) (desna slika)
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Slika 2.15: Napaka e(k) med odzivoma prenosne funkcije
Ĝpf in procesa, uporabljenega za identi�kacijo (leva slika),
ter porazdelitev signala napake e(k) (desna slika)

� Porazdelitev signala napake e(k) mora biti simetri£na,
kar lahko potrdimo na podlagi desnih delov slik 2.11
in 2.14.

� Signal napake e(k) mora biti neodvisen od preteklih
vhodov (φeu(τ) = 0) za τ < 0. Pri obratovanju
v odprti zanki mora biti napaka neodvisna od vseh
vhodov. Sliki 2.16 in 2.17 prikazujeta kriºno korela-
cijo med napako in vhodnim signalom in vidimo, da
je njuna vrednost povsod majhna.
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Slika 2.16: Kriºna korelacija med napako e(k) in vhodnim
signalom u(k) za prenosno funkcijo Ĝpn

� Avtokorelacijska funkcija signala napake e(k) mora
biti delta impulz. Iz slik 2.18 in 2.19 vidimo, da ima
avtokorelacijska funkcija najve£jo vrednost prav pri
premiku τ=0, pri preostalih premikih pa je majhna.
Od tod lahko sklepamo na podobnost (ne enakost)
z delta impulzom.

Pri vseh omenjenih preskusih lahko na podlagi slik ugoto-
vimo, da obe prenosni funkciji izpolnjujeta pogoje, vendar
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Slika 2.17: Kriºna korelacija med napako e(k) in vhodnim
signalom u(k) za prenosno funkcijo Ĝpf
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Slika 2.18: Avtokorelacijska funkcija signala napake e(k)
za prenosno funkcijo Ĝpn
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Slika 2.19: Avtokorelacijska funkcija signala napake e(k)
za prenosno funkcijo Ĝpf

jih bolj izpolnjuje prenosna funkcija, dobljena z identi�ka-
cijo �ltriranih signalov.

Konsistenca vhodno-izhodnega obna²anja

Model vrednotimo tako, da preskusimo, kako se odziva na
vhodne signale, pri katerih poznamo odziv procesa. Pri
tem imamo dve moºnosti:

� vrednotenje opravimo na podatkih, ki smo jih upo-
rabili za identi�kacijo;

� vrednotenje opravimo na podatkih, ki jih nismo upo-
rabili za identi�kacijo, vendar v isti delovni to£ki.
Taka vrsta vrednotenja pove veliko ve£ o veljavnosti
modela kot vrednotenje na podatkih, ki smo jih ºe
uporabili za identi�kacijo.

Sliki 2.20 in 2.21 prikazujeta rezultate vhodno-izhodnega
obna²anja za obe vrsti podatkov za obe izbrani prenosni

funkciji. Slika 2.20 prikazuje primerjavo £asovnih odzivov
obeh modelov na vhodni signal, uporabljen za identi�ka-
cijo in £asovni potek napake med merjenim odzivom in od-
zivom modela Ĝpn ter med merjenim odzivom in odzivom
modela Ĝpf za podatke, ki smo jih uporabili za identi�ka-
cijo. Slika 2.21 pa prikazuje primerjavo £asovnih odzivov
obeh modelov na vlak pravokotnih impulzov in £asovni
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Slika 2.20: Signal za identi�kacijo
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Slika 2.21: Signal za vrednotenje

potek napake med merjenim odzivom in odzivom modela
Ĝpn ter med merjenim odzivom in odzivom modela Ĝpf
za podatke, ki jih nismo uporabili za identi�kacijo. Iz slik
lahko vidimo, da so napake pri modelu Ĝpf v povpre£ju
manj²e kot pri modelu Ĝpn.

Tudi za podatke, ki niso bili uporabljeni za identi�kacijo,
morajo veljati vsi preskusi iz prej²njega podpoglavja, v kar
bi se lahko prepri£ali, £e bi izrisali ustrezne diagrame.
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2.2 Primer identi�kacije mehatronskega sistema

Iz odzivov na slikah 2.20 in 2.21 lahko vidimo, da preno-
sna funkcija, dobljena iz �ltriranih signalov, bolje opisuje
obna²anje procesa.

Konsistenca frekven£nega obna²anja

Ujemanje med frekven£nim odzivom, ki smo ga dobili s
Fourierovo analizo, in frekven£nim odzivom prenosne funk-
cije Ĝpf prikazuje slika 2.22. Ujemanju £asovnih odzivov
mora slediti tudi ujemanje frekven£nega odziva in narobe.
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Slika 2.22: Preskus frekven£nega obna²anja prenosne
funkcije Ĝpf (odziv Ĝpf - polna krivulja, primerjalni fre-
kven£ni odziv - £rtkana krivulja)

Na sliki 2.22 lahko vidimo, da je fazni kot z nara²£ajo£o
frekvenco absolutno gledano vedno ve£ji. To je posledica
mrtvega £asa, kar se ujema tudi pri modelu, ki ima zaka-
snitev 0.04 sekunde.

Smiselnost parametrov, redukcija modela, kova-
rian£na matrika, napake parametrov, uporabnost
modela

Smiselnost diskretnega modela zveznega procesa lahko med
drugim preskusimo s tem, da pogledamo ²tevilo polov na
negativni realni osi, ki ne sme biti liho. V na²em primeru
nimamo nobenega na negativni realni osi. Prav tako se
mora model s procesom ujemati po stabilnosti.

Standardno deviacijo dobimo s korenjenjem diagonalnih
elementov kovarian£ne matrike napak parametrov [10]. Ta-
ko dobimo kvantitativno mero zaupanja ocen parametrov.
Ve£ja je kovarianca, ve£je so deviacije, manj²a je zaneslji-
vost in veljavnost modela.

Kovarian£no matriko izra£unamo z ena£bo

cov[θ̂θθ − θθθ] = σ2
eE{[ΨΨΨTΨΨΨ]−1}, (2.23)

kjer je σ2
e varianca napake modela [10]. Za prenosno funk-

cijo Ĝpn so deviacije posameznih parametrov naslednje:

a1 = −1.6379;σ = 0.0117;

a2 = 0.6890;σ = 0.0112;

b1 = 0.0281;σ = 0.0013;

b2 = 0.0165;σ = 0.0017;

za prenosno funkcijo Ĝpf pa dobimo deviacije:

a1 = −1.7430;σ = 0.0040;

a2 = 0.7817;σ = 0.0035;

b1 = 0.0555;σ = 0.0013;

b2 = 0.0022;σ = 0.0017.

Lahko opazimo, da so deviacije parametrov modela dru-
gega reda, dobljenega iz �ltriranih signalov, v splo²nem
manj²e kot v primeru modela, dobljenega iz ne�ltriranih
signalov. Iz vseh prikazanih rezultatov vrednotenja lahko
ugotovimo, da model, dobljen iz �ltriranih signalov, na-
tan£neje opisuje obna²anje procesa, ki smo ga identi�ci-
rali. �e ve£ podrobnosti o vrednotenju za ta primer je v
delu [4].

Vemo [9], da ne moremo sklepati na lego polov v zveznem
prostoru iz lege polov v diskretnem prostoru. Obi£ajno se
ni£le v neskon£nosti v ravnini s preslikajo v pole na nega-
tivni realni osi oziroma v bliºino koordinatnega izhodi²£a
v ravnini z. Iz vsega tega bi lahko sklepali, da zvezni pro-
ces, ki ga identi�ciramo, pri predpostavki, da je drugega
reda, nima ni£el v kon£nosti. To potrjuje tudi slika 2.22,
pri kateri lahko vidimo, da ima amplitudni odziv pri viso-
kih frekvencah naklon 40 dB/dekado. Identi�cirani model
drugega reda ima ni£lo, zato se njegov odziv pri visokih
frekvencah najbolje ne ujema s frekven£nim odzivom pro-
cesa. �e ponovimo postopek identi�kacije z diskretnim
modelom, ki ima ni£lo pri z=0, dobimo naslednji model

Ĝp(z) =
0.04019z−1

1− 1.7040z−1 + 0.7494z−2
z−2. (2.24)

Tako dobljeni frekven£ni odziv (slika 2.23) se zelo dobro
ujema. Ujemanje £asovnega odziva (slika 2.24) ni tako do-
bro, vendar je dobljen rezultat za ve£ino prakti£nih izvedb
vodenja ²e sprejemljiv.
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Slika 2.23: Del £asovnega poteka odziva procesa (£rtkana
krivulja) in modela Ĝp (polna krivulja) na vlak pravoko-
tnih impulzov

�e bi ºeleli natan£nej²i odgovor o modelu, predvsem o nje-
govem obna²anju pri visokih frekvencah, bi morali izvesti
dodatne poskuse oziroma ponoviti postopek identi�kacije.
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Slika 2.24: Preskus frekven£nega obna²anja prenosne
funkcije Ĝp (odziv Ĝp - polna krivulja, primerjalni fre-
kven£ni odziv - £rtkana krivulja)

Zahtevana natan£nost modela in uporabnost modela dolo-
£ene natan£nosti je odvisna predvsem od namena njegove
uporabe. Zato je ta ocena prepu²£ena uporabniku. Mo-
dele lahko uporabljamo za razli£ne namene, kot so na£r-
tovanje regulacijskih algoritmov, poenostavljanje komple-
ksnih sistemov, na£rtovanje simulatorjev, na£rtovanje al-
goritmov za odkrivanje napak itd. V na²em primeru smo
ºeleli prikazati postopek identi�kacije s prakti£ne strani
in dobiti linearni model, ki bo opisoval dinamiko modelne
naprave okoli delovne to£ke. Identi�cirani model je glede
na rezultate vrednotenja dovolj natan£en za npr. na£rto-
vanje regulacijskih algoritmov kot tudi za simulacijo dina-
mi£nega obna²anja sistema motor-generator, pri £emer je
treba upo²tevati vrednost standardnih deviacij paramet-
rov. Zadnjo potrditev modela bi dala njegova uporaba
pri na£rtovanju regulacijskega algoritma ali uporaba kot
simulator.

24



Literatura

[1] ELWE (1988): ELWE Educational Systems, Experi-
mental Manual U9, ELWE, Cremlingen.

[2] R. Isermann (1987): Identi�kacija dinami£nih siste-
mov, Zaloºba Fakultete za elektrotehniko, Ljubljana.

[3] R. Isermann (1971): Experimentelle Analyse der
Dynamik von Regelsystemen, Identi�kation I, Hoch-
schultaschenbücher Verlag, Mannheim.

[4] J. Kocijan (1998): Praktikum identi�kacij dinami£nih
sistemov, ZAFER, Ljubljana, poglavje 7.1.

[5] J. Kocijan, D. Matko (1996): Primer identi�kacije
modela sistema v delovni to£ki, Elektrotehni²ki ve-
stnik, Vol. 63, No. 3, 159-165.

[6] J. Kocijan, D. Matko (1996): Primer vrednotenja
modela dinami£nega sistema, Elektrotehni²ki vestnik,
Vol. 63, No. 4/5, 256-261.

[7] L. Ljung (1987): System Identi�cation, Theory for
the user, Prentice-Hall, Englewood Cli�s, NJ.

[8] L. Ljung (1992): System Identi�cation Toolbox,
User's Guide, The MathWorks, Inc., Natick, MA.

[9] D. Matko (1989): Diskretni regulacijski sistemi, Za-
loºba FER, Ljubljana.

[10] D. Matko (1998): Identi�kacije, Zaloºba Fakultete za
elektrotehniko, Ljubljana, druga izdaja.

[11] J. Sjöberg et al. (1995): Non-linear Black-Box Mo-
deling in System Identi�cation: a Uni�ed Overview,
Automatica, Vol. 31, No. 12, 1691-1724.

25



LITERATURA

26



3

Identi�kacija nelinearnih dinami£nih

sistemov

3.1 Splo²no o identi�kaciji neline-

arnih sistemov

Kot smo povedal ºe v prvem poglavju, so raziskovalci v
devetdesetih letih dvajsetega stoletja pri²li do spoznanja,
da je u£enje nevronskih mreº, da bi se obna²ale kot ne-
linearni dinami£ni sistemi, pravzaprav identi�kacija neli-
nearnih dinami£nih sistemov. S tem spoznanjem je bilo
mogo£e vklju£iti in upo²tevati dotedanja znanja s tega
podro£ja [2]. V pri£ujo£em poglavju si bomo pogledali
temeljne smernice za identi�kacijo nelinearnih dinami£nih
sistemov, kot jih podrobneje razlaga [4].

Poglavitni problem identi�kacije sistemov je, kot smo ome-
nili ºe v prej²njem poglavju, kako najti primerno strukturo
modela, s katero lahko zadosti dobro opi²emo obna²anje
nelinearnega sistema, ki ga identi�ciramo. Poiskati vre-
dnosti parametrov za izbrano strukturo je v ve£ini prime-
rov manj²i problem. Temeljno pravilo, ki se ga moramo
vedno drºati, je da ne identi�ciramo delov procesa, katerih
model ºe poznamo. To pomeni, da moramo uporabiti vse
znanje o procesu, ki ga imamo ºe od prej.

Tudi pri nelinearnih sistemih se uporablja barvna koda; s
to ozna£ujemo ozadje znanja, ki ga uporabljamo za mo-
deliranje: model bele ²katle, kadar gre za teoreti£no mo-
deliranje, model £rne ²katle, kadar gre za eksperimentalno
modeliranje, in model sive ²katle, kadar gre za razli£ne
kombinacije obeh na£inov.

Eksperimentalni modeli, ki se uporabljajo za identi�ka-
cijo nelinearnih dinami£nih sistemov, so: umetne nevron-
ske mreºe, mehki modeli oziroma mreºe lokalnih modelov,
modeli na podlagi Gaussovih procesov, val£ni modeli in
mnogi drugi [3].

�e pristopamo k problemu identi�kacije na ustaljen sta-
tisti£ni na£in, je potrebno dodatno uskladiti tudi izrazo-
slovje. Nevronske mreºe in druge podobne metode so med
razvojem pridobile tudi izrazoslovje, ki je speci�£no za te
in podobne metode. Naj na²tejemo nekaj najpogosteje
uporabljenih pojmov in razli£nih izrazov, ki se uporabljajo
za njihov opis.

� Izrazi (izraz iz sistemske teorije = izraz na podro£ju
nevronskih mreº):

� oceniti, identi�cirati = nau£iti,

� vrednotiti = posplo²iti,

� struktura modela = mreºa,

� podatki za identi�kacijo = u£na mnoºica,

� podatki za vrednotenje = testna mnoºica,

� preparametriziran model1 = preve£ nau£en mo-
del.

Prakti£ni vidiki identi�kacije nelinearnih sistemov

Postopek identi�kacije ne sme in ne more biti popolnoma
avtomatiziran, saj je v njem preve£ subjektivnih odlo£i-
tev. Za uspe²no delo poleg znanja o postopku identi�ka-
cije potrebujemo tudi primerno programsko opremo (npr.
[6], [7]) in predvsem vhodno-izhodne podatke, ki nosijo
dovolj informacije o dinami£nem obna²anju sistema, ki ga
identi�ciramo.

Identi�kacija nelinearnih dinami£nih sistemov je bistveno
ob²irnej²i problem, kot je identi�kacija linearnih dinami£-
nih sistemov. Pojem nelinearnosti zajema neskon£no ve-
liko razli£nih oblik nelinearnosti in izku²nje za dolo£eno vr-
sto nelinearnih dinami£nih sistemov v splo²nem niso upo-
rabne za druge vrste. Zato je priporo£ljivo, da si prak-
ti£ne izku²nje za modeliranje izbranega nelinearnega pro-
cesa naberemo na podobnih primerih, ki jih ra£unalni²ko
simuliramo. To je eden izmed na£inov uporabe predho-
dnega znanja o procesu, ki ga identi�ciramo.

Problem identi�kacije nelinearnih sistemov lahko opi²emo
na naslednji na£in: Posamezne vzorce izhodne spremen-
ljivke iz sistema, ki ga ºelimo modelirati, lahko predsta-
vimo kot neko funkcijo zakasnjenih vzorcev vhodnega in
izhodnega signala, ki je motena s ²umom:

y(k) = g(y(k−1), y(k−2), . . . , u(k−1), u(k−2), . . .)+n(k),
(3.1)

1Nevronske mreºe so ponavadi vedno preparametriziran model,
tudi £e niso preve£ nau£ene.
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kjer je k zaporedno ²tevilo vzorca. Identi�kacija pomeni
iskanje funkcije g(·)

ŷ(k|θθθ) = g(ψψψ(k), θθθ), (3.2)

kjer sta:

ψψψ(k)= ψψψ(u(k − 1), u(k − 2), . . . , y(k − 1), y(k − 2), . . .)
vektor regresorjev,

θθθ vektor parametrov in

ŷ izhod modela .

Problem lahko razdelimo na dva podproblema:

� na izbiro vektorja regresorjev ψψψ(k) in

� na izbiro nelinearne preslikave g(ψψψ).

Regresorji

Pri linearnih sistemih, pri katerih je struktura linearna,
lahko sistem, ki je opisan v obliki

A(z−1)y(z) =
B(z−1)

F (z−1)
u(z) +

C(z−1)

D(z−1)
v(z), (3.3)

zapi²emo zelo enostavno kot

ŷ(k) = ψψψT (k)θθθ. (3.4)

Kakor smo opisali ºe v prej²njem poglavju, se metode iden-
ti�kacije linearnih sistemov razlikujejo po uporabljenih re-
gresorjih. Podobno velja tudi za nelinearne sisteme in me-
tode imenujemo po razli£nih uporabljenih regresorjih ψψψ, s
katerimi ponazorimo nelinearnost

ŷ(k) = g(ψψψ(k), θθθ). (3.5)

Regresorji ψψψ pri razli£nih nelinearnih modelih:

� metoda kon£nega impulznega odziva (angl. nonli-
near �nite impulse response - NFIR), kar pomeni, da
so regresorji samo zakasnjeni vhodni signali (u(k −
i));

� metoda najmanj²ih kvadratov s posplo²enim pogre²-
kom (angl. nonlinear autoregressive model with exo-
genous input - NARX), kar pomeni, da so regresorji
zakasnjeni vhodni in izhodni signali (u(k − i), y(k −
i));

� metoda z izhodnim pogre²kom (angl. nonlinear ou-
tput error method - NOE), kar pomeni, da so regre-
sorji zakasnjene vrednosti vhodnega signala in ocen
izhodnega signala (predikcij iz preteklosti)(u(k − i),
ŷ(k − i));

� metoda raz²irjenih najmanj²ih kvadratov (angl. non-
linear autoregressive and moving average model with
exogenous input - NARMAX), kjer so regresorji za-
kasnjeni vhodni, izhodni in ²umni signali (u(k − i),
y(k − i), ε(k − i) = y(k − i)− ŷ(k − i));

� metoda Box - Jenkins (NBJ), ki ima za regresorje za-
kasnjene vhodne signale, zakasnjene ocene izhodnega
signala, napako napovedi in napako simulirane na-
povedi (ko smo za napoved uporabljali ocene izho-
dnega signala)(u(k− i), ŷ(k− i), ε(k− i), εu(k− i) =
y(k − i)− ŷu(k − i));

� moºna je tudi predstavitev v prostoru stanj, kjer ne-
linearni sistem zapi²emo v obliki : x(k) = F(x(k −
1)u(k − 1)),

� drugi moºni regresorji.

Nelinearne preslikave

Nelinearne preslikave najve£krat prikaºemo kot uteºeno
vsoto baznih funkcij gk(ψψψ):

g(ψψψ(k), θθθ) =
∑
k

αkgk(ψψψ), (3.6)

£eprav bomo kasneje pri modeliranju z Gaussovimi procesi
videli, da so mogo£e tudi druge oblike ponazoritev.

Znan skalarni primer ponazoritve z uteºeno vsoto je na
primer razvoj funkcije s Fourierovo vrsto. Tipi£ni primeri
nelinearnih preslikav, ponazorjenih z uteºeno vsoto, so:

� val£ne funkcije,

� B zlepki (angl. splines),

� UMETNE NEVRONSKE MRE�E,

� ve£nivojski perceptron,

� mreºe radialnih baznih funkcij (angl. radial ba-
sis function network),

� drugo,

� MEHKI MODELI.

Poglejmo si zapise nekaterih znanih baznih funkcij:

� nevronske mreºe s sigmoidno aktivacijsko funkcijo

gk(ψψψ) = σ(βkψψψ + γk),

kjer sta β ²irina in γ poloºaj;

� mreºe z radialnimi baznimi funkcijami

gk(ψψψ) = r(βk(ψψψ − γk));
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� mehki modeli

gk(ψψψ) =
∑
j

yj(
∏

µA(ψψψ));

� povratne mreºe

ψψψ(k) = g(ψψψ(k − i), θθθ)

� in mnoge druge.

Napotki za izbiro strukture

Najprej pri£nemo s sistemati£no izbiro regresorjev od naj-
bolj enostavne moºne kombinacije do bolj kompleksnih:

� u(k) - stati£na nelinearnost,

� u(k − i) - NFIR,

� u(k − i), y(k − i) - NARX,

� drugo.

Ko dolo£amo red modela oziroma ²tevilo zakasnitev vzor-
cev, je koristno, da se zavedamo Takensovega teorema
(njegova oblika za vzbujane sisteme je v [9]), ki pove, kako
iz vzor£enih vhodnih in izhodnih signalov rekonstruiramo
model zveznega dinami£nega sistema. Zadostni pogoj za
rekonstrukcijo sistema je:

n > 2p, (3.7)

kjer je n red diskretnega modela in p red originalnega zve-
znega sistema. V praksi se izkaºe, da je marsikdaj dovolj
model manj²ega reda, kar je odvisno od sistema:

p ≤ n ≤ 2p+ 1. (3.8)

Ko smo red modela izbrali, se lotimo izbire baznih funkcij.
Moºnih je ve£ na£inov izbire in to objektivnih in subjek-
tivnih. Konkretnih pravil ni, saj so vse bolj znane bazne
funkcije, ki smo jih na²teli, sposobne poljubno natan£ne
ponazoritve nelinearnosti. Nekateri napotki, ki bi jih lahko
upo²tevali, so [28]:

� radialne bazne funkcije izberemo, kadar imamo o-
pravka z majhnim ²tevilom regresorjev (npr. val£ne
funkcije za najve£ 3 regresorje),

� slemenaste (angl. ridge) bazne funkcije izberemo,
kadar imamo opravka z ve£jim ²tevilom regresorjev
(npr. sigmoidne nevronske mreºe),

� mehke modele uporabimo, kadar obstaja vnaprej²nje
hevristi£no znanje.

Za izbiro razli£nih strukturnih elementov uporabljamo po-
stopek navzkriºnega vrednotenja. Navzkriºno vrednotenje
je metoda, ki se v statistiki uporablja za vrednotenje mo-
delov, pri £emer so podatki razdeljeni na vsaj dva dela.
Osnovna oblika navzkriºnega vrednotenje je k-kratno nav-
zkriºno vrednotenje, pri katerem obi£ajno uporabljamo
k − 1 delov podatkov za u£enje in preostali del podatkov
za vrednotenje. Deli podatkov za u£enje in vrednotenje se
cikli£no izmenjujejo.

Ko izberemo bazne funkcije in s tem nelinearno strukturo
modela, moramo dolo£iti ²e njegove parametre, ki so uteºi
posameznih baznih funkcij in odvisno od izbrane struk-
ture ²e nekateri drugi parametri. To lahko storimo s ka-
tero koli znano in ustrezno deterministi£no ali stohasti£no
metodo optimizacije. Med deterministi£nimi metodami se
dobro obnesejo Gauss-Newtonovi algoritmi, medtem ko so
gradientne metode prvega reda v splo²nem £asovno potra-
tne. Moºna je nesprotna optimizacija parametrov ali pa
sprotna tako imenovana rekurzivna identi�kacija. Kriteriji
optimizacije so po navadi odvisni od pogre²ka modela.

Pogre²ek modela

Optimizacijski kriteriji so razli£ni. Odvisni so od namena
modela in od optimizacijske metode in narobe. Kriterij-
ska funkcija, s katero je optimizacijski kriterij zapisan, je
kvantitativno izraºeno merilo kvalitete modela. Po navadi
ºelimo dose£i £im manj²o vrednost kriterijske funkcije, ki
je najve£krat funkcija pogre²ka modela. Pogosto upora-
bljen primer je kriterijska funkcija, odvisna od kvadrata
pogre²ka modela:

V̄ (θθθ) = E ‖ y(k)− g(ψψψ(k), θθθ) ‖2

= σ2
n + E ‖ g0(ψψψ(k))− g(ψψψ(k), θθθ) ‖2,

(3.9)

kjer je g0(ψψψ(k)) originalni sistem in σ2
n varianca ²uma.

Kadar optimiziramo model glede na kvadrat pogre²ka, so
v splo²nem moºni trije viri napak, ki kvarijo kvaliteto mo-
dela:

� ²um,

� pristranskost, ki jo lahko prikaºemo kot

V = E ‖ g0(ψψψ(k))− g(ψψψ(k), θ̂θθ(m))) ‖2,

kjer je θ̂θθ(m) vektor ocenjenih vrednosti parametrov
izbrane dolºine m,

� in varianca vrednosti parametrov, ki je odvisna od
variance ²uma meritev σ2

n

V ≈ σ2
n

dim {θθθ}
N

.

Ne moremo identi�cirati bolj²ega modela, kot to dopu²£a
vsebina informacije v merjenih vhodno-izhodnih podatkih.
Varianca vrednosti parametrov in pristranskost sta med
seboj povezana, kot prikazuje slika 3.1.
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Slika 3.1: Prikaz poteka razmerja med pristranskostjo in
varianco

Nasveti za izvedbo identi�kacije

Glede na kompleksnost problema identi�kacije nelinear-
nih dinami£nih sistemov je teºko predpisati natan£en po-
stopek. V splo²nem ima postopek enake korake kot za
identi�kacijo linearnih sistemov, ki smo ga navedli v prej-
²njem poglavju. Lahko pa na²tejemo nekaj nasvetov, ki bi
pripomogli k u£inkovitej²emu delu.

1. Oglejte si vhodno-izhodne merjene podatke. Iz njih
lahko sklepamo, ali je sistem zelo nelinearen in ka-
k²ne so njegove �£asovne konstante� (kot se pogosto
uporablja ºargon iz identi�kacije linearnih dinami£-
nih sistemov).

2. Najprej poskusite enostavne stvari, to je enostavne
strukture in dimenzije modelov: najprej linearni mo-
deli in majhno ²tevilo regresorjev, baznih funkcij in
parametrov za ocenjevanje.

3. Poi²£ite �zikalno ozadje dinami£nega procesa, saj
lahko iz njega dobite idejo za izbiro regresorjev.

4. Podatke razdelite na tiste za identi�kacijo in tiste za
vrednotenje modela. V literaturi o strojnem u£enju
se delitev podmnoºic podatkov navaja na razli£ne
na£ine, £eprav je namen enak. Podatki za identi�-
kacijo so razdeljeni na podatke za oceno vrednosti
parametrov pri nelinearni identi�kaciji in podatke
za vrednotenje npr. strukture ali parametrov. Po-
datki za oceno parametrov se pri strojnem u£enju
imenujejo "u£ni podatki", podatki za vrednotenje
strukture ali parametrov "podatki za vrednotenje",
medtem ko se neodvisni podatki, ki se uporabljajo

za kon£no vrednotenje modela, imenujejo "testni po-
datki". Opozoriti je treba, da se ta delitev pogosto
nahaja tudi v literaturi, ki opisuje identi�kacijo sis-
temov.

5. Podatke normalizirajte (razli£ne vrste podatkov tran-
sformirajte v en velikostni razred) in usredi²£ite.

6. Ves £as optimizacije spremljajte razmerje pristran-
skost/varianca (angl. bias/variance) z navzkriºnim
vrednotenjem, ki nakazuje nespametno ve£anje ²te-
vila parametrov.

7. Kadar sistem modelirate z nevronsko mreºo upora-
bite regularizacijo, ki je opisana v [4].

8. Razi²£ite zna£aj u£inkovitosti ²tevila parametrov, saj
naj bi bil model £im bolj enostaven, toda ne preeno-
staven.

9. Ko izbirate £as vzor£enja, naj velja enako pravilo kot
pri linearnih sistemih (£eprav ga je bistveno teºje
upo²tevati): £as vzor£enja naj bo tak, da bo z njim
zajeta vsa zanimiva dinamika procesa.

10. �e imate moºnost izbire vhodnega signala, izberite
takega, da bo imel vhodno-izhodno porazdelitev po-
datkov in amplitudno porazdelitev £im bolj bogato v
delovnem podro£ju, ki je omejeno s �zikalnimi omeji-
tvami procesa. Primer porazdelitev prikazujeta sliki
3.2 in 3.3.
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Vhodno-izhodni pari podatkov

Slika 3.2: Primer vhodno-izhodne porazdelitve podatkov

Preskus veljavnosti modela

Veri�kacija in vrednotenje modela je, kot smo ºe povedali,
eden najpomembnej²ih korakov pri modeliranju. Neline-
arnost dinami£nih sistemov postopkov vrednotenja prav
ni£ ne olaj²a.

Kot smo videli in je opisano z ena£bo (3.2), je modelira-
nje prirejeno v glavnem za enokora£no napoved. Model
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Slika 3.3: Primer amplitudne porazdelitve vhodnega si-
gnala

dinami£nega sistema je ustrezen skladno s svojim name-
nom v glavnem tedaj, kadar omogo£a napovedovanje tudi
za dalj²i horizont in za simulacijo. Tipi£en primer takega
namena sta uporaba modela za na£rtovanje vodenja ali
za diagnosticiranje delovanja sistema. To pomeni, da je
treba model po veri�kaciji preizkusiti za enokora£no na-
poved, vendar tudi za simulacijsko delovanje.

� Enokora£na predikcija:

ŷ(k + 1) = g(y(k), y(k − 1), . . . , u(k), u(k − 1), . . .).

� Simulacija:

ŷ(k + 1) = g(ŷ(k), ŷ(k − 1), . . . , u(k), u(k − 1), . . .).

Kako simuliramo model prikazuje slika 1.22

Analizo konsistence vhodno-izhodnega obna²anja z eno-
kora£no predikcijo in simulacijo (slika 3.4) se praviloma
izvede na podatkih, ki so bili uporabljeni za identi�kacijo,
in na drugih podatkih, namenjenih posebej za vrednotenje
(testna mnoºica).

Poleg na²tetih opisov vhodno-izhodnega obna²anja lahko
uporabimo tudi za nelinearne sisteme, tako kot smo upo-
rabili za linearne sisteme, razli£ne oblike statisti£nih pre-
izkusov. Med te sodijo razne korelacije, s katerimi presku-
²amo, ali je pogre²ek napovedi neodvisen od vseh vhodnih
in izhodnih signalov. Primer je preskus pogre²ka modela
enokora£ne predikcije z avto- in kriºnokorelacijo ter ana-
liza histograma pogre²ka identi�kacije in vrednotenja (pri-
mera na sliki 3.5 in 3.6).

Druge oblike statisti£nih preskusov so ocene povpre£nega
pogre²ka posplo²evanja (angl. estimating average gene-
ralisation error). Tukaj gre za ocenjevanje pogre²ka z ra-
znimi kriterijskimi funkcijami, kot sta srednja kvadrati£na
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Slika 3.4: Preskus konsistence vhodno-izhodnega obna²a-
nja
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Slika 3.5: Preskus pogre²ka modela
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Slika 3.6: Histogram pogre²kov enokora£ne predikcije

vrednost ali Akaikejeva kriterijska funkcija. Podrobneje o
vrednotenjih s statisti£nini preskusi najdemo v [5].
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Del vrednotenja je tudi redukcija ali obrezovanje modela.
Primer nevronske mreºe po opravljenem obrezovanju pri-
kazuje slika 3.7. Postopki za redukcijo so odvisni od upora-
bljene strukture in na£ina modeliranja. Ve£ o teh postop-
kih je napisano v literaturi, ki opisuje posamezne postopke
(npr. speci�£ne nevronske mreºe), in v razni programski
opremi. S temi postopki se ne bomo ukvarjali podrobno;
ve£ o tem lahko preberemo npr. v delu [1].

Mreža z odstranjenimi utežmi

1

2

3

4

Slika 3.7: Primer reducirane (obrezane) strukture umetne
nevronske mreºe

Glavni preskus modela je ne glede na njegovo strukturo in
na£in modeliranja vedno preskus modela glede na njegov
namen. Model je dovolj dober takrat, ko je uporaben za
namen, za katerega je bil izdelan.

To je bil le pregled modeliranja. Za bolj²i vpogled je na vo-
ljo literatura, ki opisuje identi�kacijo z nevronskimi mre-
ºami podrobneje, npr. [4],[5].

Prikaz identi�kacije z metodo posplo²enega pogre²-
ka (NARX)

Postopek identi�kacije bomo prikazali na primeru identi-
�kacije dinami£nega nelinearnega sistema prvega reda z
umetno nevronsko mreºo po metodi posplo²enega pogre-
²ka.

Matemati£ni model procesa je opisan z naslednjo neline-
arno diferen£no ena£bo:

y(k) = y(k − 1)− 0.5 tanh(y(k − 1) + u3(k − 1)), (3.10)

kjer sta u vhodni in y izhodni signal iz sistema. To je ena
izmed diskretnih oblik zveznega sistema

ẏ = − tanh(y + u3) (3.11)

pri £asu vzor£enja 0.5s.

Ker gre za sistem prvega reda, lahko nelinearnost prika-
ºemo v prostoru (to je prikazano na sliki 3.8). Sistem smo
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Slika 3.8: Prikaz nelinearnosti sistema

vzbujali z naklju£nim signalom spremenljive amplitude na
podro£ju med -1.2 in +1.2. Vzbujevalni signal in odziv
procesa prikazuje slika 3.9. Signal za vrednotenje mora
biti druga£en od tistega za identi�kacijo, da bi se lahko
prepri£ali o ustreznosti modela. Izbrali smo prav tako na-
klju£no spreminjajo£i se signal na enakem amplitudnem
podro£ju, kot je bil identi�kacijski signal. Vhodni signal
za vrednotenje in odziv procesa sta prikazana na sliki 3.10.
�eprav v na²em primeru ni bilo tako, pa je pogosto, da
signal, ki ga imamo, razdelimo na dva dela, in sicer v del
za identi�kacijo (u£na mnoºica) in del za vrednotenje (te-
stna mnoºica). Dolºina signalov je lahko poljubna, vendar
je smiselno, da je dalj²i identi�kacijski signal, da bi bilo v
njem vsebovano £im ve£ informacije o dinami£nem obna-
²anju procesa.

Histograma amplitudnih porazdelitev izbranih vhodnih si-
gnalov sta prikazana na sliki 3.11. Lahko vidimo, da am-
plitudna porazdelitev ni popolna v celotnem izbranem po-
dro£ju, toda signal za identi�kacijo ima bolj²o amplitu-
dno porazdelitev. Kako so porazdeljeni identi�kacijski
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Slika 3.9: Identi�kacijski signal in odziv
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Slika 3.10: Signal za vrednotenje in odziv
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Slika 3.11: Histograma amplitudnih porazdelitev vhodnih
signalov za identi�kacijo in vrednotenje

vhodno-izhodni vzorci po podro£ju nelinearnosti procesa,
prikazuje slika 3.12. �e bi ºeleli gostej²o porazdelitev vzor-
cev, bi potrebovali ve£ vzorcev, to pomeni tudi dalj²i si-
gnal. Zelo pomembno je, da si ogledamo, kak²ne vhodno-
izhodne podatke imamo na voljo za identi�kacijo in za vre-
dnotenje, da lahko dovolj zgodaj prepoznamo, kaj lahko
doseºemo z identi�kacijo modela. Tam, kjer ni podatkov
za identi�kacijo, model ne more povzeti obna²anja pro-
cesa.
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Slika 3.12: Vhodno-izhodna porazdelitev podatkov glede
na nelinearnost sistema, ki ga identi�ciramo

V naslednjem koraku bomo izbrali strukturo nevronske
mreºe in regresorje ter dolo£ili parametre mreºe.

Pri identi�kaciji smo uporabljali programsko opremo
NNSYSID Toolbox za Matlab [7]. Odlo£ili smo se za ne-
vronsko mreºo z ve£nivojskim perceptronom, vendar bi
lahko izbrali tudi katero drugo nevronsko mreºo, ki je uni-
verzalni aproksimator ali bi lahko ustrezno ponazorila ta
sistem. Izbrana regresorja sta bila y(k−1) in u(k−1). Za
strukturo smo izbrali strukturo NARX oziroma metodo s
posplo²enim pogre²kom. Po iterativnem postopku identi-
�kacije in vrednotenja smo izbrali nevronsko mreºo z enim
skritim nivojem in petimi nevroni v njem. Shematsko je
struktura mreºe prikazana na sliki 3.13.

1

2

Slika 3.13: Struktura mreºe

Parametre (uteºi) mreºe smo dolo£ili z Levenberg-Mar-
quardtovo metodo, ki smo jo izbrali zaradi njene visoke
u£inkovitosti pri optimizaciji parametrov nelinearnih op-
timizacijskih problemov. Vrednosti parametrov, kot jih
opisuje ena£ba (1.4), lahko zberemo v matriki/vektorju
skritega nivojaW1 = [wjk|w0k] in izhodnega nivojaW2 =
[wij |w0j ]. Po kon£ani optimizaciji, ko je bila napaka tako
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majhna, da se uteºi niso ve£ opazno spreminjale, smo do-
bili naslednje rezultate:

W1 =


−0.5588 −2.0621 −1.9530
0.5155 0.0499 −0.8670
−1.5149 0.3190 0.4768
0.3366 −1.2029 1.8379
0.8411 1.3841 1.7123

 ,

W2 =[
1.2054 1.7784 0.0810 1.1704 1.4048 −0.0580

]
.

Matrika uteºi W2 ima en element ve£, kot je povezav
med skritim in izhodnim nivojem, ker vsebuje na zadnjem
mestu ²e vrednosti izhodnega praga oziroma predvrednosti
(angl. o�set) w0j .

Oglejmo si vrednotenje modela, ki se v postopku iden-
ti�kacije izvaja vsaki£, ko dobimo nov model in ºelimo
ovrednotiti njegovo ustreznost. Postopek identi�kacije iz-
vajamo toliko £asa, dokler model ne ustreza svojemu kon£-
nemu namenu. Prikazali bomo samo rezultate za kon£ni
izbrani model. V na²em primeru je bil namen modela ilu-
stracija postopka identi�kacije.

Na sliki 3.14 vidimo, kako je na podlagi identi�kacijskih
podatkov nevronska mreºa ponazorila nelinearnost sistema.
Napako med nelinearnostjo procesa in nelinearnostjo mo-
dela si lahko ogledamo na sliki 3.15.
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Slika 3.14: Enokora£na predikcija: sistem (levo), model
(desno)

�e je struktura modela ustrezna, se bo na£elno po opti-
mizaciji odziv modela razlikoval od odziva procesa le za
beli ²um. Amplitudna porazdelitev pogre²ka simulacije
pri uporabljenem signalu za vrednotenje, ki bi morala biti
normalna, je prikazana na sliki 3.16. Vidimo, da prikazano
porazdelitev lahko pojmujemo kot precej ozko Gaussovo
krivuljo. Drugi statisti£ni orodji, s katerima lahko potr-
dimo statisti£ne lastnosti pogre²ka, je avtokorelacija po-
gre²ka (slika 3.17), ki prej²njo ugotovitev potrjuje, in kri-
ºna korelacija med pogre²kom in vhodnim signalom (slika
3.18), ki govori o nizki korelaciji med pogre²kom in vho-
dnim signalom.

Med bolj informativnimi je obi£ajno kvalitativna ocena
vhodno-izhodnega obna²anja, ki jo izvajalec identi�kacije
izvede s primerjavo odzivov procesa in modela na signal
za vrednotenje. Iz slike 3.19, ki prikazuje tako primer-
javo, lahko ugotovimo precej²nje ujemanje obeh odzivov.
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Slika 3.15: Vrednotenje pogre²ka odziva pri enokora£ni
predikciji
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Slika 3.16: Porazdelitev pogre²ka odziva na signal za vre-
dnotenje s simulacijo
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Slika 3.17: Avtokorelacija izhodnega pogre²ka

Na² namen, ki je bil ilustracija postopka identi�kacije ne-
linearnega procesa, je bil zadovoljivo doseºen z dobljenim
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Slika 3.18: Kriºna korelacija pogre²ka z vhodnim signalom
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Slika 3.19: Preskus konsistence vhodno-izhodnega obna-
²anja na signalu za vrednotenje

modelom, zato smo zelo iterativen postopek zaklju£ili.

3.2 Primer identi�kacije pH procesa

V ilustrativnem primeru v prej²njem podpoglavju smo pri-
kazali postopek identi�kacije. Njegov prikaz je bil precej
olaj²an zato, ker smo identi�cirali sistem prvega reda, ki
mu lahko nelinearnost prikaºemo v prostoru. Za sisteme
vi²jega reda je tako vrednotenje zelo oteºeno. V primeru
identi�kacije pH procesa bomo prikazali identi�kacijo sis-
tema vi²jega reda na simuliranem procesu, ki odraºa re-
sni£ni kemijski proces.

Poenostavljeno shemo pH procesa, ki je v literaturi pogo-
sto kot primerjalni primer za razli£ne metode modeliranja
in na£rtovanja vodenja, vidimo na sliki 3.20. Namen tega
procesa je kemijska nevtralizacija vhodne teko£ine. Proces
ima tri vhodne pretoke, in sicer kisline (Q1), vhodne teko-
£ine (Q2) in baze (Q3), ki se zme²ajo v posodi T1. Pred

me²anjem gre kislina v posodo T2, kar pomeni dodatno
dinamiko v procesu. Pretoka kisline in baze sta reguli-
rana z avtomatskimi regulacijskimi ventili, medtem ko je
vhodna teko£ina samo merjena z merilnikom pretoka - ro-
tametrom. Izhodna veli£ina, ki jo merimo, je kislost - pH
(pH) me²anice. Ker je tipalo vrednosti pH postavljeno na
izhodni odtok iz posode T1, imamo v meritvi kislosti tudi
nekoliko mrtvega £asa. V na²em primeru je vhodna veli-
£ina v proces pretok baze (in ne vrednost pretoka vhodne
teko£ine). Bolj podroben opis procesa je v [8].

Dinami£ni model procesa pH nevtralizacije je bil izpeljan
iz ravnoteºnih kemijskih ena£b. Izpeljani model vsebuje
tudi dinamiko merilnikov in ventilov ter dinamiko hidra-
vlike izhodnega pretoka. Predpostavke pri modeliranju so
bile idealno me²anje teko£in, njihova konstanta gostota in
popolna topnost ionov. Model pH procesa, opisan s siste-
mom ena£b (3.13) in podatki iz tabele 3.1, smo namesto
izvajanja meritev na nam nedostopnem procesu uporabili
za pridobivanje podatkov za identi�kacijo modela. Upo-
rabljeni model vsebuje razne nelinearnosti, med njimi je
vsekakor treba omeniti implicitno ra£unano in zelo neli-
nearno titracijsko krivuljo, ki je tipi£en element vseh pH
nevtralizacijskih procesov:

 

p H  

T 2  

T 1  h 1  

h 2  

Q 4  

Q 2  

Q 3  Q 1 e  

Q 1  

Slika 3.20: Shema procesa pH nevtralizacije

ẋ = f(x) + g(x)Q3 + p(x)Q2

c(x, y) = 0

(3.12)

f(x) =

[
q1

A1x3
(Wa1 − x1)

q1

A1x3
(Wb1 − x2)

1

A1
(q1 − Cv4(h1 + z)n)

]T
g(x) =

[
1

A1x3
(Wa3 − x1)

1

A1x3
(Wb3 − x2)

1

A1

]T
p(x) =

[
1

A1x3
(Wa2 − x1)

1

A1x3
(Wb2 − x2)

1

A1

]T
c(x, y) = x1 + 10y−14 − 10−y
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+x2
1 + 2 · 10y−pK2

1 + 10pK1−y + 10y−pK2

pH = y (3.13)

Tabela 3.1: Parametri pH procesa v delovni to£ki [8]

|q1|=0.003 M HNO3 q1=16.6 ml/s
|q2|=0.03 M NaHCO3 q2=0.55 ml/s
|q3|=0.003 M NaOH, q3=15.6 ml/s
0.0005 M NaHCO3 q1e=16.6 ml/s

A1=207 cm2 q4=32.8 ml/s
A2=42 cm2 Wa1=3 · 10−3 M
z=11.5 cm Wb1=0 M
p=0.607 Wa2=-0.03 M

Ka1 = 4.47 · 107 Wb2=0.03 M
Ka2 = 5.62 · 10−11 Wa3 = 3.05 · 103 M
Kw = 1.00 · 1014 Wb3 = 5.00 · 105 M

∆t=15 s h1=14 cm
∆tc=1 s h2=3 cm
τpH=15 s Wa4 = 4.32 · 10−4 M
τh=15 s Wb4 = 5.28 · 10−4 M
τv=6 s pH=7.0
θ=10 s

Slika 3.21 prikazuje simulacijsko shemo za pH nevtraliza-
cijski proces. Nelinearnost procesa lahko prikaºemo tudi

 Q 3

 Q 2

 Q 1

 h 1

 p H

2

o u t _ 2

1

o u t _ 1

- l o g 1 0 ( u )

p H

1 / s

h 2 1 / s

h 1

F 1

f i l t e r  T v v 2

F 1

f i l t e r  T v v 1

F 1

f i l t e r  T v v

F 1

f i l t e r  T p H

M A T L A B

F u n c t i o n

[ H + ]

1 / s

W b T 1

W b 3

W b 2

W b 1

1 / s

W a T 1

W a 3

W a 2

W a 1

M u x

C v 4

C v 1

1 / A 1

1 / A 1

1 / A 1

1 / A 2

u ^ n v 4

s q r t ( u )

1 / u

y ( n ) = C x ( n ) + D u ( n )

x ( n + 1 ) = A x ( n ) + B u ( n )

D i s c r e t e  

S t a t e - S p a c e 1

z 4
| u |

| u |

3

i n _ 3

2

i n _ 2

1

i n _ 1

 Q 3
 p H

 h 1

 Q 2

 Q 1

p H p l a n t

d i s c r e t e  d e l a y
t _ v a l

p H _ v a l

u _ v a l

S c o p e  u

S c o p e  p H

S c o p e  h 1

S a t u r a t i o nR a n d o m

N u m b e r

Q 2

Q 1

C l o c k

Slika 3.21: Simulink simulacijska shema pH nevtralizacij-
skega procesa

tako, da prikaºemo odzive procesa na enak vhodni signal
v razli£nih podro£jih. Tak primer je vlak pravokotnih im-
pulzov z nara²£ajo£o amplitudo, ki ga prikazuje slika 3.22.
Odziv na²ega nelinearnega sistema na ta vhodni signal pri-
kazuje slika 3.23.

Izbrani identi�kacijski signal in signal za vrednotenje ter
odzive procesa nanj prikazuje slika 3.24. Kot lahko vidimo
iz primerjave signalov iz slike 3.24 in porazdelitve ampli-
tud na slikah 3.25 in 3.26, je identi�kacijski signal bolj

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

čas [s]

Q
3

 [
m

l/
s
]

Vhodni signal

Slika 3.22: Vhodni signal za prikaz nelinearnosti sistema
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Slika 3.23: Odziv nelinearnega sistema (Ts = 25 sek)
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Slika 3.24: Identi�kacijski signal in signal za vrednotenje
in njuna odziva

dinami£en in ima bogatej²o porazdelitev amplitud. To v
splo²nem pomeni tudi, da odziv za identi�kacijo nosi ve£jo
koli£ino informacije o dinamiki procesa.
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Slika 3.25: Histogram amplitud vhodnega signala za iden-
ti�kacijo
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Slika 3.26: Histogram amplitud vhodnega signala za vre-
dnotenje

Tako kot v ilustrativnem primeru v prej²njem podpoglavju
smo tudi tokrat uporabili enako programsko podporo in
izbrali nevronsko mreºo z ve£nivojskim perceptronom za
identi�kacijo modela.

Z iterativnim postopkom smo dolo£ili regresorje, ki so dali
najbolj²i model, vrednoten s kriterijsko funkcijo pri naj-
ugodnej²em razmerju med kvaliteto modela in £im manj-
²im ²tevilom regresorjev, ki dolo£a kompleksnost modela.
Odlo£ili smo se za model z naslednjimi regresorji: y(k −
1), y(k − 2), y(k − 3), y(k − 4), u(k − 1), u(k − 2), u(k −
3), u(k − 4).

Za strukturo smo izbrali NARX (metoda s posplo²enim
pogre²kom) in v iterativnem postopku en skrit nivo in v
njem 10 nevronov. Pripomniti moramo, da ²tevilo skri-
tih nivojev (obi£ajno je eden pri takoimenovanih plitkih
nevronskih mreºah), ²tevilo nevronov in regresorje ne iz-
biramo zaporedno, marve£ hkrati. Gre za cikli£en posto-
pek spreminjanja posameznih elementov in vrednotenja
kriterijske funkcije - navzkriºnega vrednotenja: za NARX

model je to vsota kvadratov pogre²ka med odzivom pro-
cesa in modela. Parametre smo optimirali z Levenberg-
Marquardt in po kon£ani optimizaciji uporabili tudi v pro-
gramsko opremo vgrajeno metodo za obrezovanje mreºe,
s katero smo izlo£ili odve£ne uteºi, ki pa jih je bilo zelo
malo. Shema strukture mreºe je na sliki 3.27.
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Slika 3.27: Struktura mreºe

Na slikah 3.28 in 3.29 sta prikazana avtokorelacija pogre-
²ka med odzivoma procesa in modela na signal za vre-
dnotenje dobljenim s simulacijo in kriºna korelacija med
pogre²kom odzivov in vhodnim signalom. Model vredno-
timo predvsem s simulacijo, £eprav je bil v bistvu iden-
ti�ciran za enokora£no predikcijo. Iz prikaza simulacije
odzivov procesa in modela na signal za vrednotenje na
sliki 3.30 lahko potrdimo, kar sta prikazali ºe statisti£ni
orodji na slikah 3.28 in 3.29. To je relativno dobro pona-
zarjanje dinami£nega obna²anja procesa pH nevtralizacije
z nevronsko mreºo.
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Slika 3.28: Avtokorelacija izhodnega pogre²ka
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Slika 3.29: Kriºna korelacija vhodnega signala in izho-
dnega pogre²ka
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Slika 3.30: Preskus konsistence vhodno-izhodnega obna-
²anja na signalu za vrednotenje
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4

Vodenje procesov z umetnimi nevronskimi

mreºami

4.1 Principi uporabe za vodenje

Nevronske mreºe so v svojem bistvu eksperimentalno do-
bljeni transformatorji vhodnih v izhodne podatke, iz ka-
terih ni vidno �zikalno ali druga£no ozadje teh preslikav.
Kot smo ºe ugotovili, gre za predstavnike modelov v obliki
�£rne ²katle�. To moramo upo²tevati tudi, ko razmi²ljamo
o njihovi vlogi pri na£rtovanju avtomatskega vodenja di-
nami£nih sistemov. Njihova vloga je mnogovrstna, £eprav
ne tako mnogostranska, kot je vloga teoreti£nih modelov
dinami£nih sistemov. Nevronske mreºe se uporabljajo kot
modeli celotnih sistemov ali podsistemov, kot zamenjava
dolo£enih nelinearnosti, za vodenje pa kot model sistema
ali njegovega inverza, kjer je potreben za delovanje re-
gulatorja, kot je primer pri prediktivnem in adaptivnem
vodenju [6].

Sistemati£na razdelitev raznovrstnih uporab nevronskih
mreº pri na£rtovanju in izvedbi avtomatskega vodenja je
narejena v preglednem £lanku [1]; v njem so tudi refe-
rence na literaturo, v kateri so posamezni na£ini uporabe
opisani. Ne bomo opisovali podrobnosti, marve£ naj samo
na²tejemo na£ine uporabe, kot so opredeljeni v [1]. She-
matsko je delitev na£inov uporabe prikazana na sliki 4.1.

Uporabo delimo: na uporabo nevronskih mreº kot pomo£
pri na£rtovanju vodenja in na uporabo nevronskih mreº v
vlogi ali kot del regulatorja.

Nevronska mreºa samo kot pomo£

Vloge nevronske mreºe so naslednje:

� nevronska mreºa kot pomo£ modeliranju:

� temelji na posrednem cilju;

* nevronska mreºa identi�cira neznane dele
v modelu (slika 4.2),

· uporaba za vodenje s povratnozan£no
linearizacijo (slika 4.3),

· uporaba za vodenje s trenutno lineari-
zacijo (slika 4.4),

* nevronska mreºa napoveduje regulirano ve-
li£ino,

· nevronska mreºa model za regulatorje,
ki ne rabijo modela procesa, temve£ le
napoved regulirane veli£ine,

� temelji na cilju vodenja;

* nevronska mreºa je model regulirane veli-
£ine (slika 4.5),

* nevronska mreºa je model referen£nega sis-
tema,

* nevronska mreºa je model kriterijske funk-
cije,

· nevronska mreºa pomaga pri optimira-
nju klasi£nih regulatorjev,

� nevronska mreºa kot nadzorna pomo£:

� kombinacije signalov;

� nevronska mreºa kot pomo£ izvedbi vodenja:

� nevronska mreºa preslika neznanke v regula-
torju;

* spremenljivi parametri regulatorja, mode-
lirani z nevronsko mreºo,

* vodenje z inverznim modelom dela procesa,
* prediktivno vodenje (nevronska mreºa pred-
stavlja model procesa),

� nevronska mreºa predstavlja re²itev implicitnega
zakona vodenja (slika 4.6);

* nevronska mreºa nadome²£a re²evanje ra-
£unsko intenzivnih operacij (npr. re²evanje
Riccatijeve ena£be).

Nevronska mreºa kot regulator

Vloge nevronske mreºe so naslednje:

� u£enje nevronska mreºa na podlagi u:

� nevronska mreºa opona²a £loveka;
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Slika 4.1: Razdelitev na£inov uporabe umetnih nevronskih
mreº (UNM) za vodenje [1]

* preslikava operaterjevih ukrepanj,

� nevronska mreºa opona²a drug regulator;

* preslikava lastnosti konvencionalnih regu-
latorjev (slika 4.7),

� nevronska mreºa uporablja odprtozan£ne po-
datke (slika 4.8);

* adaptivno vodenje z inverznim modelom,

� u£enje na podlagi cilja vodenja:

� u£enje nevronske mreºe s simulacijo na modelu;

� u£enje na procesu;

* u£enje na podlagi gradienta kriterijske funk-
cije (numeri£no, analiti£no),

* u£enje brez gradienta kriterijske funkcije
(iskanje).
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Slika 4.2: Nevronska mreºa identi�cira neznane dele v mo-
delu [1]
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4.1 Principi uporabe za vodenje
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Slika 4.3: Vodenje s povratnozan£no linearizacijo
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Slika 4.4: Vodenje s trenutno linearizacijo
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Slika 4.5: Nevronska mreºa je model regulirane veli£ine [1]

Najve£krat uporabljeni na£ini vodenja

Pri pregledu literature, ki opisuje uporabo nevronskih mreº
za vodenje dinami£nih sistemov, zasledimo, da se najpo-
gosteje pojavljata predvsem dva na£ina uporabe, in sicer:

� razne oblike prediktivnega vodenja (ki so precej upo-
rabne v praksi) in

� razne oblike adaptivnega vodenja (ki so nekoliko manj
uporabne v praksi).

Zaradi njegove uporabnosti predvsem za modele �£rne ²ka-

I m p i c i t n i  z a k o n  v o d e n j a :
- R i c c a t i j e v a  e n .  v  L Q R
- P D E  v  n e - L Q R
- o p t i m a l n o  v o d e n j e
- v o d e n j e  s  p o m i è n i m  h o r i z o n t o m
- e n o  k o r a è n o  i n v e r z n o  v o d e n j e
- s p r e m e m b a  o j a è e n j a  p r i  p r e m i k a n j u  p o l o v

U m e t n e  n e v r o n s k e  m r e � e  k o t :

I z p e l j a n a  k r i t e r i j s k a  f u n k c i j a  u è i n k a
( o d s t o p a n j a  o d  i z p o l n i t v e  i m p l i c i t n e g a

z a k o n a  v o d e n j a )

A n a l i t i è n i
i z r a è u n
g r a d i e n t a

R e g u l i r a n i
v h o d

Slika 4.6: Nevronska mreºa predstavlja re²itev implici-
tnega zakona vodenja [1]
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Slika 4.7: Preslikava lastnosti konvencionalnih regulator-
jev [1]
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Slika 4.8: Nevronska mreºa uporablja odprtozan£ne po-
datke [1]

tle� si bomo v naslednjem podpoglavju podrobneje ogle-
dali prediktivno vodenje in kako bi uporabili nevronske
mreºe pri njegovem na£rtovanju.
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Vodenje procesov z umetnimi nevronskimi mreºami

4.2 Prediktivno vodenje

Osnovni koncept prediktivnega vodenja

Opis osnovnega koncepta smo povzeli po [4]. Prediktivno
vodenje (angl. Model-Based Predictive Control - MPC,
MBPC) je ena redkih naprednej²ih metod vodenja, ki se
je uveljavila v industrijski praksi, predvsem na podro£ju
procesnega vodenja. Vzroke moramo iskati v enostav-
nem, intuitivno razumljivem principu metode, z enostav-
nim vklju£evanjem omejitev regulirnih in reguliranih veli-
£in, enostavnem na£rtovanju in ugla²evanju vodenja tako
univariabilnih kot multivariabilnih, linearnih in nelinear-
nih procesov. Prediktivno vodenje temelji na eksplicitni
uporabi modela procesa za napovedovanje (predikcijo) iz-
hoda procesa v prihodnosti, regulirni signal pa je dolo£en
na podlagi minimizacije kriterijske funkcije razlike med
napovedanim potekom izhodnega signala in potekom traj-
ektorije referen£nega modela za dolo£en horizont v pri-
hodnosti. Podro£je prediktivnega vodenja vklju£uje ve-
liko razli£nih algoritmov s podobnimi principi vodenja in
razli£nimi uporabljenimi modeli in mehanizmi minimiza-
cije kriterijske funkcije, izpeljanimi iz konkretne oblike za-
pisa modela (Model Algorithmic Control - MAC, Dynamic
Matrix Control - DMC, Generalized Predictive Control -
GPC, Predictive Functional Control - PFC, Uni�ed Pre-
dictive Control - UPC itd.), medtem ko je splo²na oznaka
pri uporabi nelinearnih modelov nelinearno prediktivno
vodenje (angl. Nonlinear Model-Based Predictive Control
- NMPC).

S stali²£a na£rtovanja vodenja so poglavitne prednosti upo-
rabe metod prediktivnega vodenja [2]:

� primerne so za vodenje procesov z zahtevnej²o dina-
miko,

� primerne so za procese z mrtvim £asom in minimalno
fazo,

� splo²en koncept omogo£a vodenje tako univariabil-
nih kot multivariabilnih procesov,

� omogo£ajo predkompenzacijo (angl. feedforward)
merljivih motenj,

� omejitve procesa zajamemo v postopku na£rtovanja,

� pri vodenju lahko upo²tevamo omejitve v velikosti
reguliranega, regulirnega signala in omejitve v hi-
trosti sprememb regulirnega signala,

� precej²nja prostost pri na£rtovanju, pri £emer gle-
damo na parametre na£rtovanja kot na speci�kacije,

� prediktivni regulator lahko ob poznavanju prihod-
njega poteka referen£ne trajektorije vnaprej tvori u-
strezen regulirni signal,

� metode ne vsebujejo eksplicitnega odvajanja signa-
lov (zato ²um meritev ne povzro£a problemov),

� metode ne vsebujejo eksplicitnega integriranja (ni
problema integralskega pobega),

� princip je lahko razumljiv.

Najve£ji slabosti uporabe prediktivnih metod sta:

� potrebujemo dober model vodenega procesa, saj je
kakovost vodenja neposredno odvisna od kakovosti
modela,

� ra£unska zahtevnost metod lahko postane problema-
ti£na pri vodenju hitrej²ih procesov.

Temeljni principi prediktivnega vodenja so razvidni v na-
slednjih korakih (slika 4.9):

u

y

w

r

k k + N 1    k + N u k + N 2

p r e t e k l o s t s e d a j p r i h o d n o s t

Slika 4.9: Temeljni koncept prediktivnega vodenja. w - re-
feren£na trajektorija, r - trajektorija referen£nega modela,
u - regulirni signal, ŷ - odziv modela, N1, N2 - za£etek in
konec predikcijskega horizonta, Nu - regulirni horizont

� Napoved (predikcija) izhodnega signala procesa na
podlagi modela procesa. Ob vsakem £asovnem tre-
nutku k izra£unamo potek izhodnega signala y(k+j)
za horizont v prihodnosti j = (N1, . . . , N2), kjer z
N1 in N2 ozna£imo spodnjo in zgornjo vrednost pre-
dikcijskega horizonta, ki dolo£a horizont ujemanja
(angl. coincidence horizon), znotraj katerega ºelimo
dose£i ujemanje izhodnega signala s predpisanim ob-
na²anjem. Napovedane vrednosti izhodnega signala
procesa, izra£unane z modelom procesa, ozna£ene
kot ŷ(k + j | k), predstavljajo j-kora£no napoved
modela. Napovedane vrednosti so odvisne od re-
gulirnega scenarija v prihodnosti u(k + j | k); j =
0, . . . , Nu − 1, ki ga nameravamo uporabiti od tre-
nutka k naprej.
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� Tvorjenje trajektorije referen£nega modela. Z de�-
niranjem trajektorije referen£nega modela (angl. re-
ference trajectory) r(k + j | k); j = N1, . . . , N2 do-
lo£imo ºelen £asovni potek procesa od trenutne vre-
dnosti y(k) do predpisane referen£ne vrednosti w(k).

� Dolo£itev prihodnjih regulirnih signalov. Vektor pri-
hodnjih regulirnih signalov u(k+j | k); j = 0, . . . , Nu−
1;Nu ≤ N2 izra£unamo z minimizacijo ustrezne kri-
terijske funkcije, prek katere minimiziramo napove-
dano napako med r(k + j | k) in ŷ(k + j | k). Do-
lo£anje prihodnjih signalov temelji na uporabi odpr-
tozan£nega kriterija optimalnosti na dolo£enem in-
tervalu v prihodnosti.

� Uporaba prvega elementa vektorja regulirnih signa-
lov za vodenje procesa. Za vodenje uporabimo samo
prvi element u(k | k) optimalnega vektorja regulir-
nih signalov u(k + j | k); j = 0, . . . , Nu − 1.

V naslednjem £asovnem trenutku, ko imamo na voljo nov
merjeni izhod procesa, ponovimo celotni postopek. Ta
princip se imenuje strategija pomi£nega horizonta (angl.
receding horizon strategy). Za vsak korak je predlaganih
veliko razli£nih re²itev, po katerih se posamezne metode
prediktivnega vodenja razlikujejo med seboj.

Osnovno shemo zaprtozan£nega prediktivnega sistema vo-
denja prikazuje slika 4.10. Medtem ko ºe osnovni mo-
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Slika 4.10: Skupni koncept predlaganih principov predik-
tivnega vodenja

del lahko vklju£uje tudi model vpliva merljivih motenj,
je povratna zanka vklju£ena v algoritem z namenom, da
bi odpravili napake enokora£ne predikcije modela, nastale
zaradi nemodelirane dinamike in drugih (nemerljivih) mo-
tenj v procesu. Napako izra£unamo kot razliko izhoda
procesa in modela v £asu vzor£enja:

e(k) = y(k)− ŷ(k). (4.1)

Pri napovedovanju izhoda procesa v prihodnosti napako
e(k) pri²tejemo predikciji modela ŷ(k + j | k), za vsak
j = N1, . . . , N2. S tem ko predpostavimo konstantno na-
pako e(k) za celoten predikcijski horizont, kompenziramo
napake modela v ustaljenem stanju in konstantne motnje
v procesu. Prediktivni algoritem na podlagi odstopanj
med vrednostmi izhoda modela in meritev oceni prihodnji
vpliv nemerljivih motenj, ki delujejo na proces. V ideal-
nem primeru ujemanja modela s procesom in odsotnosti

motenj je povratna zanka nedelujo£a, vodenje je primer
odprtozan£nega optimalnega vodenja.

Za napoved izhodnega signala procesa je bistvena upo-
raba modela procesa, s katerim je mogo£e izra£unati na-
poved izhodnega signala ve£ korakov v prihodnost. Na-
£elno lahko uporabimo poljuben linearni ali nelinearni mo-
del. Mednje spadajo poleg teoreti£nih tudi eksperimen-
talni modeli. Primeri takih modelov procesov, ki se upora-
bljajo za na£rtovanje prediktivnega vodenja, so: nevron-
ske mreºe, mehki modeli, modeli na podlagi Gaussovih
procesov itd. Tako dobljeni modeli so normalno zapisani
v £asovno diskretni obliki.

Pri uporabi nelinearnih modelov lahko razli£ne predik-
tivne algoritme z nelinearnim modelom delimo glede na
na£in re²evanja nelinearnega regulacijskega problema:

� Neposredni nelinearni na£in zapi²e regulacijski pro-
blem v obliki problema nelinearnega programiranja
in ga re²uje z iterativnimi optimizacijskimi meto-
dami. Tak pristop izhaja direktno iz ideje o uporabi
nelinearnega modela pri predikciji, vendar je zaradi
re²evanja nekonveksnih optimizacijskih problemov z
dodatnimi omejitvami ra£unsko zahteven.

� Linearizacijski na£ini pa zaradi poenostavitev opti-
mizacijskega problema in uporabe linearnih predik-
tivnih algoritmov vodenja proces linearizirajo. Zna-
ne in od nelinearnega zapisa modela odvisne so upo-
rabe povratnozan£ne linearizacije ali inverzne neli-
nearne preslikave, sprotne linearizacije modela v de-
lovni to£ki, uporabe mnoºice lokalnih linearnih mo-
delov, tvorjenje odzivov na stopnico v posameznih
delovnih to£kah itd.

Vse metode prediktivnega vodenja predpostavljajo pozna-
vanje poteka referen£nega signala v prihodnosti, toda ta
predpostavka ni vedno izpolnjena. Obi£ajno predpi²emo,
na kak²en na£in naj se izhod procesa pribliºuje referen£-
nemu signalu, kar dolo£imo s tvorjenjem trajektorije refe-
ren£nega modela r(k+j | k); j = N1, . . . , N2. Trajektorijo
referen£nega modela si lahko predstavljamo kot interno
referenco prediktivnega regulatorja, ki dolo£a ºeleno zapr-
tozan£no obna²anje in na podlagi katere dolo£imo vektor
prihodnjih regulirnih signalov. Pri tvorjenju trajektorije
referen£nega modela glede na poznavanje referen£nega si-
gnala lo£imo dve situaciji:

1. Referen£ni signal w(k + j) je znan vnaprej za vse
j = 1, . . . , N2 . Zaradi principa prediktivnega vo-
denja, ki napoveduje obna²anje v prihodnosti, pre-
diktivni regulator povzro£i ustrezno regulirno ak-
cijo ²e pred spremembo referen£nega signala. Tako
kompenziramo mrtvi £as in velike £asovne zakasni-
tve procesa. Referen£ni signal je lahko vnaprej po-
znan pri robotskih sistemih, sledilnih sistemih, ²ar-
ºnih procesih itd.
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2. Referen£ni signal w(k + j) ni znan vnaprej. Kot
najbolj²o moºno napoved referen£nega signala vza-
memo njegovo trenutno vrednost: w(k + j) = w(k).

Glede na za£etno to£ko (inicializacijo) trajektorije refe-
ren£nega modela lo£imo dve situaciji:

1. Uporabimo trenutno merjeno vrednost izhodnega si-
gnala r(k) = y(k) . Na ta na£in vnesemo v sistem
dodatno povratno zanko, katere vpliv na celoten za-
prtozan£ni sistem teºko ovrednotimo, saj ni rezultat
optimizacije kriterijske funkcije. V nekaterih prime-
rih lahko tako celo destabiliziramo sistem.

2. Uporabimo trenutno vrednost trajektorije referen£-
nega modela r(k).

Odprtozan£no optimalna dolo£itev odziva sistema v dolo-
£enem intervalu prihodnosti je glavna lastnost prediktiv-
nega vodenja. V tej to£ki zasledimo podobnost z linearno
kvadratnim (angl. linear quadratic - LQ) regulatorjem [3],
vendar ta uporablja neskon£no dolg interval prihodnosti
(predikcijski horizont). Izbira ustrezne kriterijske funkcije
je prvi korak pri dolo£anju vektorja prihodnjih regulirnih
signalov u(k + j | k); j = 0, . . . , Nu − 1 . Pri tem teºimo
k izbiri kriterijskih funkcij, ki so enostavno izra£unljive in
katerih minimum lahko poi²£emo analiti£no ali z optimiza-
cijskimi algoritmi. Ker imamo z trajektorije referen£nega
modela ºe dolo£eno ºeleno obna²anje sistema v prihodno-
sti, je logi£na izbira kriterijskih funkcij razlike med napo-
vedanim odzivom procesa in referen£no trajektorijo, npr.:

J =

N2∑
j=N1

(r(k + j)− ŷ(k + j))2. (4.2)

Parametra N1 in N2 dolo£ata horizont ujemanja, v kate-
rem ºelimo, da se napovedani izhod procesa £im bolj ujema
s trajektorije referen£nega modela. Z ve£anjem parametra
N1 izpu²£amo vpliv napak vodenja v bliºnji prihodnosti,
kar posebno pri fazno minimalnih sistemih ali sistemih z
mrtvim £asom pelje k bolj umirjenemu in gladkemu vode-
nju. Raz²irjeno obliko kriterijske funkcije opisuje ena£ba:

J =

N2∑
j=N1

αj(r(k + j)− ŷ(k + j))2. (4.3)

Z vektorjem uteºi ααα = [αN1
, . . . , αN2

] je mogo£e dodatno
vplivanje na pomembnost napak ob posameznih £asovnih
trenutkih v horizontu ujemanja. Pogosta je tudi vklju£itev
mere za varianco regulirnega signala v kriterijsko funkcijo,
prek katere (za ceno pove£anja odstopanj med napoveda-
nim izhodom procesa in trajektorije referen£nega modela)
sku²amo zmanj²ati spreminjanje regulirnega signala:

J =

N2∑
j=N1

(r(k+ j)− ŷ(k+ j))2 +

Nu∑
j=0

β(∆u(k+ j))2. (4.4)

Zgornja kriterijska funkcija vsebuje vektor sprememb re-
gulirnega signala u(k). Pri ²tevilnih metodah uporabljamo

dolo£anje optimalnega vektorja sprememb regulirnih si-
gnalov ∆u(k + j | k); j = 0, . . . , Nu − 1 in ne absolutnih
vrednosti u(k + j|k); j = 0, . . . , Nu − 1.

Napovedani signal v prihodnosti ŷ(k + j|k); j = 1, . . . , N2

je odvisen od predvidenega vektorja regulirnih signalov v
prihodnosti u(k+j|k); j = 0, . . . , Nu−1;Nu ≤ N2. V splo-
²nem so elementi vektorja poljubni in medsebojno neodvi-
sni, kar z ve£anjem velikosti Nu izjemno pove£a ra£unsko
zahtevnost in £asovno potratnost optimizacije. Regulirni
signal lahko tako postane tudi bogat z neºelenimi visokimi
frekvencami. V praksi se vedno odlo£imo za strukturiranje
vektorja regulirnih signalov z uvedbo relacij med elementi
vektorja. Taka odlo£itev tudi pove£a robustnost predik-
tivnega vodenja. Zaradi principa pomi£nega horizonta in
uporabe le prvega elementa vektorja regulirnih signalov za
vodenje pa dejanski regulirni signal zaradi uvedbe struk-
turiranja ni omejen. Najpogosteje uporabljene tehnike
strukturiranja regulirnega signala [5] so:

� Uvedba regulirnega horizonta po prehodnem pojavu
predpostavlja konstanten regulirni signal ob predpo-
stavki o konstantnem referen£nem signalu v priho-
dnosti. Regulirni horizont Nu;Nu ≤ N2 predsta-
vlja £asovni trenutek, od katerega naprej bo regu-
lirni signal ostal konstanten. S tem zmanj²amo ²te-
vilo spremenljivk optimizacije (elementov vektorja
regulirnih signalov). Najenostavnej²i in v praksi po-
gosto uporabljen limitni primer je Nu = 1 , ki daje
dobre rezultate tudi v primeru spreminjajo£ega se
referen£nega signala.

� Tehnika grupiranja, ob predpostavki Nu = N2, ra-
zdeli celoten predikcijski horizont na dolo£eno ²tevilo
segmentov, znotraj katerih predpostavi konstanten
regulirni signal.

� Razvoj po baznih funkcijah strukturira regulirni si-
gnal kot linearno kombinacijo neodvisnih, vnaprej
dolo£enih baznih funkcij (linarnih, polinomskih itd.).
Izbira baznih funkcij je odvisna od procesa in refe-
ren£nega signala. Izra£un regulirnega signala se tako
skr£i na izra£un parametrov izbranih baznih funkcij.

Po dolo£itvi oblike kriterijske funkcije in strukture vek-
torja prihodnjih vhodnih signalov sledi dolo£itev vrednosti
elementov tega vektorja. Pri uporabi linearnih modelov,
brez uvedb omejitev, re²itev poi²£emo z dolo£itvijo mi-
nimuma konveksnega optimizacijskega problema. Re²itev
pogosto lahko dolo£imo analiti£no (izhod procesa je line-
arno odvisen od preteklih vrednosti vhodov in izhodov sis-
tema) ali pa z enokora£nimi optimizacijskimi metodami,
npr. metodo najmanj²ih kvadratov. Uvedba omejitev pri
minimizaciji kriterijske funkcije z uporabo linearnih mode-
lov zahteva iskanje minimuma kriterijske funkcije z upo-
rabo iterativnih optimizacijskih algoritmov, optimizacijski
problem pa ostane konveksen. Uporaba nelinearnih mo-
delov v splo²nem prinese nekonveksnost optimizacijskega
problema, z uporabo £asovno in ra£unsko zahtevnih ite-
rativnih algoritmov pa konvergenca k pravi re²itvi ni ve£
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zagotovljena znotraj predpisanega £asa oziroma ²tevila ite-
racij optimizacije. Dodatna vklju£itev omejitev procesnih
spremenljivk v optimizacijo pri izbranem optimizacijskem
algoritmu lahko privede celo do nedolo£ljivosti minimuma
kriterijske funkcije ob upo²tevanju omejitev (npr. pri ne-
predvideno velikih motnjah). Obe moºnosti sta za izvedbo
nelinearnega prediktivnega vodenja na realnih procesih ne-
sprejemljivi. V literaturi je predlaganih ve£ izhodov ob na-
stopu take situacije, in to od vodenja v proces predhodne
nespremenjene vrednosti regulirne veli£ine do vodenja dru-
gega elementa optimalnega vektorja regulirnih signalov,
dolo£enega v predhodnem koraku, itd. Taki optimizacij-
ski postopki (angl. interior point methods) [5] pazijo na
upo²tevanje £asovnih in rezultatskih omejitev v vsakem
koraku optimizacije in dajo vsaj pribliºno re²itev, £e je
potrebno zaradi £asovne omejitve optimizacijo pred£asno
prekiniti ali pa optimizacijski postopek ne najde re²itve
optimizacijskega problema.

Zanimivo moºnost predstavlja �meh£anje� omejitev, pri
kateri privzamemo, da omejitve sicer predstavljajo meje,
ki naj jih ne bi smeli prestopiti, toda prek strukture kri-
terijske funkcije uvedemo mehanizem, ki to ob izrednih
razmerah dovoli. Pri tem je potrebno de�nirati dve mno-
ºici omejitev:

1. omejitve, ki jih zaradi �zi£nih, varnostnih in podob-
nih razlogov ne moremo prekora£iti (npr. obmo£je
in hitrost spremembe regulirne veli£ine sta omejeni
z uporabljenim izvr²nim sistemom) in jih ne meh-
£amo,

2. druge omejitve, ki jih lahko meh£amo (npr. v pri-
meru izredne situacije lahko prekora£imo meje, ki
dolo£ajo sprejemljivo kakovost izdelka).

Meh£anje omejitev izvedemo z raz²iritvijo uporabljene kri-
terijske funkcije z dodatno funkcijo mehkih omejitev, ki je
neni£elna samo v primeru, ko so omejitve prekora£ene. Na
ta na£in optimizacijski algoritem omejitve prekora£i le v
nastopu izredne situacije (npr. ob nepredvideno velikih
motnjah v procesu) [5].

Za vodenje uporabimo samo prvi element u(k|k) optimal-
nega vektorja regulirnih signalov u(k+j|k); j = 0, . . . , Nu−
1. Zaradi strategije pomi£nega horizonta in kon£ne dol-
ºine predikcijskega horizonta odziv regulacijskega sistema
v splo²nem ni enak optimalnemu odprtozan£nemu odzivu,
na podlagi katerega je bil dolo£en optimalni vektor regu-
lirnih signalov.

Ilustrativni primer vodenja s prediktivnim regula-
torjem

Pogledali si bomo pogledali primer vodenja s prediktiv-
nim regulatorjem, ki za napovedovanje uporablja nevron-
sko mreºo.

Vodenje na£rtujemo za proces, ki ga matemati£no opi²emo
z nelinearno diferen£no ena£bo (3.10):

y(k) = y(k − 1)− 0.5 tanh(y(k − 1) + u3(k − 1)),

kjer sta u vhodni in y izhodni signal iz sistema. Postopek
na£rtovanja lahko strnemo v tri korake:

1. korak - Identi�kacija procesa v delovnem podro£ju:
Ker gre za enak proces, kot smo ga z nevronsko
mreºo modelirali ºe v podpoglavju 3.1, naj samo po-
vzamemo klju£ne lastnosti:

� regresorja: y(k − 1), u(k − 1),
� struktura: NARX (metoda s posplo²enim po-
gre²kom),

� en skrit nivo s petimi nevroni ve£nivojskega
perceptrona,

� metoda optimizacije: Levenberg-Marquardt.

Vrednotenje modela smo prav tako prikazali ºe v
podpoglavju 3.1. Tokrat si poglejmo le izohipse po-
gre²ka enokora£ne predikcije na sliki 4.11, ki razkri-
vajo delovno podro£je, v katerem je model uporaben.

u(k)

y
(k

)

Pogrešek

−3 −2 −1 0 1 2 3
−3
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−1

0
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2
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Slika 4.11: Vrednotenje pogre²ka odziva (enokora£na pre-
dikcija)

2. korak - Na£rtovanje prediktivnega vodenja:

� Izbrali smo prediktivno funkcijsko vodenje (angl.
Predictive Functional Control - PFC) kot eno
najenostavnej²ih oblik [5]. Zna£ilnost ve£ine
PFC metod je skr£enje horizonta ujemanja na
nekaj to£k. V primeru ene same to£ke hori-
zont ujemanja (tudi predikcijski horizont) ime-
nujemo to£ka ujemanja (angl. coincidence po-
int). Podrobnej²i opis uporabljene metode PFC
najdemo npr. v delih [5] in [4].

� Kriterijska funkcija pri PFC, ki smo jo upora-
bili, je:

J = min
U(k)

[r(k + P )− ŷ(k + P )]
2
. (4.5)
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� Kot to£ko ujemanja smo s posku²anjem izbrali
vrednost osmih vzorcev vnaprej. Trajektorija
referen£nega modela je bila izbrana tako, da
se vrednost reguliranega signala pribliºuje re-
feren£ni vrednosti eksponentno s £asovno kon-
stanto 10 vzorcev.

� Nekatere pomembne lastnosti, na katere mo-
ramo biti pozorni pri na£rtovanju prediktivnega
vodenja:

� ra£unska zahtevnost,
� robustnost zaprtozan£nega vodenja na od-
stopanja med procesom, ki ga vodimo, in
njegovim modelom,

� upo²tevanje omejitev raznih veli£in, s kate-
rimi imamo opravka.

3. korak - Vrednotenje na£rtovanega vodenja:

Odziv zaprtozan£nega vodenja in ustrezni regulirni
signal prikazuje slika 4.12. Iz nje lahko vidimo, da
deluje prediktivno vodenje v skladu z zastavljeno
trajektorije referen£nega modela, dokler deluje v po-
dro£ju, kjer model zadosti dobro opisuje proces. Pri
zadnji stopni£asti spremembi pa zaprtozan£ni sistem
zaide izven podro£ja dobrega opisovanja modela, kar
ima za posledico odziv, ki ni v skladu s postavljenimi
zahtevami. Temu se lahko ognemo tako, da omejimo
delovanje na podro£je, kjer je model dovolj dober.
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Odziv zaprtozančnega sistema (polno) in referenčna vrednost (pike)
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Slika 4.12: Odziv prediktivnega vodenja na podlagi mo-
dela z nevronsko mreºo
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5

Mreºe lokalnih modelov in zliti ve£modelni

sistemi

Ve£modelni sistemi so skupen pojem za razli£ne na£ine
modeliranja in tudi na£rtovanja vodenja za nelinearne sis-
teme, ki jih sestavimo iz manj kompleksnih podsistemov.
Glede na to, iz katerega okolja izhajajo taki sistemi, se
imenujejo razli£no. Nekateri najbolj znani ve£modelni sis-
temi so: mreºe lokalnih modelov, mehki Takagi-Sugeno
modeli, zliti ve£modelni sistemi, ve£modelni sistemi s pre-
klapljanjem, Markovske me²anice ekspertov in drugi. Pre-
gled ve£modelnih sistemov za modeliranje najdemo v knjigi
[15], nekatera kasnej²a dognanja pa v reviji, posve£eni tej
problematiki [7].

Ker smo v prej²njih poglavjih obravnavali nevronske mreºe,
tudi sedaj izhajajmo iz te smeri. Z vidika nevronskih mreº
lahko gledamo na ve£modelne sisteme kot na mreºo lokal-
nih modelov, ki jo bomo okvirno opisali v naslednjih po-
glavjih. Bistvo je enako tudi za druge oblike ve£modelnih
sistemov.

Nivojske mreºe

Kot smo videli, nevronske mreºe lahko razdelimo v tiste s
slemenasto in v tiste z radialno strukturo. Tipi£en pred-
stavnik nevronske mreºe s slemenasto strukturo je ve£ni-
vojski perceptron (slika 5.1), pri katerem nelinearnost mo-
deliranega sistema aproksimiramo s slemenastimi baznimi
funkcijami:

zi = fi

 m∑
j=1

wijxj + w0j

 . (5.1)

kjer je xj j-ti vhod, wij je uteº na zvezi ij, w0j je prag
j-tega vhoda, fi je slemenasta bazna funkcija za i-ti izhod,
zi je i-ti izhod.

Predstavnik nevronskih mreº z radialno strukturo so mreºe
radialnih baznih funkcij (slika 5.2), pri katerih nelinearnost
modeliranega sistema aproksimiramo z razli£no uteºenimi
centri, to je s to£kami, razsutimi po prostoru regresorjev:

zi = exp

−1

2

m∑
j=1

(xj − γij)2

ρ2
ij

 . (5.2)
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Slika 5.1: Ve£nivojski perceptron
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Slika 5.2: Mreºa radialnih baznih funkcij

kjer je ρij skalirni faktor radialne funkcije.

Ti centri so bolj ali manj enakomerno razporejeni po celo-
tnem zanimivem prostoru (slika 1.16). Tipi£no so povezani
z ob£utnim zlivanjem tudi v delovnih to£kah nelinearnega
sistema, pri katerem imamo obi£ajno precej merjenih po-
datkov, £e delamo identi�kacijo sistema.

Mreºe lokalnih modelov in zliti ve£modelni sistemi

Za centre radialnih baznih funkcij po navadi izberemo po-
samezne to£ke vhodnih regresorjev, ki predstavljajo centre
mnoºic merjenih podatkov. Te mnoºice podatkov lahko
nadomestimo kar z lokalnimi modeli, dobljenimi iz teh
podatkov, in na tak na£in ob£utno zmanj²amo koli£ino
podatkov za modeliranje, ne vplivamo pa na koli£ino in-
formacije. Namesto da bi uteºevali centre podatkov tako,
da bi dobili £im bolj²e ujemanje modelirane nelinearnosti,
uteºujemo raje lokalne podmodele in jih zdruºujemo v glo-
balni model modelirane nelinearnosti. To strukturo ime-
nujemo mreºa lokalnih modelov (angl. Local Model Ne-
twork - LMN). Optimizacijo parametrov, po navadi so to
uteºi, izvajamo obi£ajno na podoben na£in kot pri drugih
nevronskih mreºah. Lokalne modele, ki jih lahko dobimo
na poljuben na£in zdruºujemo v globalen model na raz-
li£ne na£ine. Uteºujemo lahko izhode posameznih lokalnih
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modelov ali pa, £e imajo lokalni modeli enako strukturo,
parametre lokalnih modelov v enotni strukturi. Enostaven
princip mreºe lokalnih modelov prikazuje slika 5.3.

M o d e l

� t .  1
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� t .  2
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� t .  N
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U t e �

U t e �

U t e �

V h o d

I z h o d

Slika 5.3: Princip mreºe lokalnih modelov z uteºmi na
izhodih lokalnih modelov

Dinami£ni sistemi

�e ta princip, ki smo ga opisali, dobro deluje za opis sta-
ti£nih sistemov, moramo biti pri modeliranju dinami£nih
sistemov pozorni na kar nekaj dejstev.

Tipi£en pristop k modeliranju in tudi k na£rtovanju vode-
nja dinami£nih sistemov je tako imenovani princip �deli
in vladaj�. To pomeni, da problem (nelinearni dinami£ni
sistem, ki ga modeliramo, ali globalni nelinearni regulator,
ki ga na£rtujemo) razdelimo najve£krat na linearne pod-
probleme. Linearne zato, ker so linearne metode zelo uve-
ljavljene. Nato re²imo posamezne linearne podprobleme,
ki so veljavni samo v majhnem podro£ju in jih poveºemo
v globalno nelinearno re²itev. Slika 5.4 prikazuje moºno
izvedbo vodenja na podlagi mreºe lokalnih modelov.
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Slika 5.4: Blokovna shema, ki ponazarja zaprtozan£ni sis-
tem z adaptivnim regulatorjem v obliki zlitih lokalnih re-
gulatorjev, katerih parametri se spreminjajo glede na spre-
membo lokalnih modelov procesa.

Linearizacija nelinearnega sistema je osnova opisanega na-
£ina modeliranja. Obi£ajni na£in linearizacije je Taylor-
jeva linearizacija prvega reda okoli delovne to£ke ali pa

identi�kacija okoli te to£ke. Zavedati se moramo, da je
tak pristop veljaven samo v bliºnji okolici izbrane delovne
to£ke.

Standardna metoda za modeliranje z mreºami lokalnih
modelov je obravnava lineariziranih modelov okoli repre-
zentativnega ²tevila ravnoteºnih to£k. Ravnoteºne to£ke
(slika 5.5) so tiste, h katerim teºi nelinearni dinami£ni sis-
tem. V £asovni domeni predstavljajo te to£ke velikokrat
konstantna ustaljena stanja, v katerih se lahko znajde ne-
linearni sistem. Delovne to£ke so obi£ajno, ne pa nujno,

S t a n j e

V h o d

K r i v u l j a
r a v n o t e � n i h  t o è k

Slika 5.5: Model nelinearnega sistema kot druºina linear-
nih sistemov (linearizacije samo v ravnoteºnih to£kah)

ravnoteºne to£ke.

Pojavi se vpra²anje, kako razdelimo celotno nelinearno
podro£je delovanja nelinearnega sistema na podpodro£ja.
Na£inov je ve£. Sistemati£no so opisani v [15], opis re²itev
pa najdemo tudi v [2], [18], [14].

Moºen pristop je, da enakomerno razdelimo podro£je de-
lovanja oziroma nelinearnost, ki jo modeliramo. Gre za
pristop, ki je uporaben za probleme manj²e kompleksnosti
in ga ilustrirata sliki 5.6 in 5.7.

Moºen je tudi pristop, da podro£je delovanja razdelimo
na delovna podpodro£ja glede na reºime delovanja neli-
nearnega sistema. To je ²e posebej uporabno takrat, ka-
dar modeliramo npr. industrijski dinami£ni proces, ki ima
razli£ne reºime delovanja in pri vsakem kaºe razli£no di-
nami£no obna²anje. Tudi tak pristop je uporaben samo za
omejeno ²tevilo aplikacij in ga ilustrirata sliki 5.8 in 5.9.

Razli£ne na£ine modeliranja mreº lokalnih modelov naj-
demo opisane poleg v omenjenih delih ²e v [1], [4], s pro-
gramsko opremo opisano v [5] in uporabo za vodenje v [6],
[17], [19] in mnogih drugih.
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Slika 5.6: Modeliranje nelinearnega dinami£nega sistema
z enakomerno razporejenimi lokalnimi linearnimi modeli
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Slika 5.7: Modeliranje nelinearnega dinami£nega sistema
z enakomerno razporejenimi lokalnimi linearnimi modeli -
podrobnost iz slike 5.6

Problemi, na katere moramo biti pozorni

Ko delamo linearizacijo nelinearnega sistema s Taylorjevo
linearizacijo okoli delovne to£ke iz znanega nelinearnega
sistema, ne dobimo linearnega sistema, marve£ a�n sistem,
ki je linearen v parametrih.

ẋ = F(x,u) lineariziramo v
ẋ = F(x0,u0) +∇xF(x,u)(x− x0)+

∇uF(x,u)(u− u0) + elementi vi²jega reda.

Enosmerni element, ki dolo£a delovno to£ko sistema
(F(x0,u0)), pomeni, da pogoj superpozicije ni izpolnjen,
ker sistem ni linearen (tudi £e ga preoblikujemo, da je
videti kot linearen). Ta enosmerni element je lahko zelo
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Slika 5.8: Razdelitev delovnega podro£ja nelinearnega pro-
cesa na delovna podpodro£ja glede na podobne lastnosti
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Slika 5.9: Druga£na razdelitev delovnega podro£ja neline-
arnega procesa

velik; to pomeni, da ne moremo re£i, da gre za linearen
sistem z majhno enosmerno motnjo. Ko se pomikamo od
ene do druge delovne to£ke, se enosmerni element spremi-
nja. To pomeni, da je povezan z dinamiko sistema, torej
ga ne moremo obravnavati kot zunanjo motnjo ali celo
zanemariti.

To je le eden izmed problemov, ki nastanejo pri mode-
liranju nelinearnih dinami£nih sistemov z mreºo lokalnih
modelov.

Naslednji je problem opisovanja dinamike sistema v nerav-
noteºnih podro£jih [8],[16], ki izhaja iz �teºnje� stabilnih
dinami£nih sistemov k ravnoteºnim podro£jem. Sistem je
zato le kraj²i £as na obmo£jih stran od ravnoteºne krivulje
(slika 5.10) in za opis teh podro£ij imamo na voljo le malo
merjenih podatkov. Problem ne bi bil tako velik, £e bi v
praksi sisteme lahko poljubno vzbujali in tako dobili in-
formacije za opis sistema na celotnem delovnem obmo£ju,
vendar smo zaradi narave procesa in drugih omejitev pri
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na£rtovanju vzbujevalnega signala obi£ajno omejeni.

y ( k + 1 )

y ( k )

u ( k )

Slika 5.10: Prehajanje od enega do drugega lokalnega mo-
dela

Naslednji problem je optimizacija parametrov, ki dolo£a
izbrano dinamiko in ki naj jo opisuje LMN. Na voljo imamo
dva pristopa [16]:

� Prva moºnost je opisovanje globalne dinamike nezna-
nega sistema. V tem primeru optimiziramo vse para-
metre lokalnih modelov, ki sestavljajo LMN, skupaj
in naenkrat, pri £emer uporabimo vse u£ne podatke,
ki jih imamo na voljo.

� Druga moºnost je opisovanje lokalne dinamike, pri
kateri za optimizacijo parametrov posameznih lo-
kalnih modelov LMN uporabimo samo podatke, ki
ustrezno podro£je opisujejo.

Postopek optimizacije globalne dinamike daje navadno glo-
balno bolj²i opis sistema, ker se prosti parametri lokalnih
modelov neravnoteºnih podro£ij lahko prilagodijo tako, da
pove£ajo veljavnost lokalnih modelov prek ²ir²ega obmo-
£ja. Posledica bolj²ega globalnega obna²anja je izguba in-
formacije o lokalni dinamiki, saj je parametri lokalnih mo-
delov ne odraºajo ve£ [16], [8], [9]. �e nasprotno lokalne
modele optimiziramo na drugi na£in, le-ti predstavljajo
lokalno dinamiko in so s tem bolj transparentni ter bolj
uporabni za analizo in na£rtovanje vodenja, a so hkrati ve-
ljavni samo za podro£je, v katerem so bili identi�cirani (to
je ponavadi majhno). Posledi£no lahko nekatera podro£ja
delovanja sistema ostanejo neopisana, kar nas pripelje na
problem opisovanja podro£ij stran od ravnoteºne krivulje.

Problemu neopisanosti nekaterih podro£ij se lahko izo-
gnemo tudi z uporabo manj²ega vektorja razvrstilnih spre-
menljivk [8]. Ta na£in pove£a doseg veljavnosti lokalnih
modelov (slika 5.11), vendar se pojavi problem zlivanja
lokalnih modelov na podro£jih �dale£� stran od ravno-
teºne krivulje. Zlivanje lahko postane ne-gladko ali celo
nezvezno [3] (sliki 5.12 in 5.13), kar lahko pripelje tudi do
nestabilnosti pri vodenju [3].

y ( k + 1 )

y ( k )
u ( k )

M
i

y ( k ) u ( k )

M
i

y ( k + 1 )

Slika 5.11: Pomen vektorja razvrstilnih spremenljivk
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Slika 5.12: Originalni sistem [2]
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Slika 5.13: Model z reduciranim in popolnim vektorjem
razvrstilnih spremenljivk [2]

5.1 Hitrostna linearizacija

V prej²njem podpoglavju smo omenili, da Taylorjeva linea-
rizacija ni dovolj dobro orodje, s katerim bi dobili ustrezen
linearni podmodel. Ustreznej²a je njena izpeljanka hitro-
stna linearizacija.

Hitrostna linearizacija (angl. velocity-based linearisation)
je posplo²itev obi£ajne linearizacije okoli delovne to£ke: lo-
kalni linearni sistem pripada vsaki delovni to£ki celotnega
sistema (slika 5.14), ne samo ravnoteºnim to£kam. Teo-
rija hitrostne linearizacije je opisana v £lankih [10] in [11],
demonstracijsko programsko opremo pa najdemo v [13].

Hitrostna linearizacija v kateri koli to£ki, ki lahko leºi
poljubno dale£ od ravnoteºja, je glede na vrednost raz-
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Slika 5.14: Lokalni modeli

vrstilnega vektorja enaka hitrostni linearizaciji v eni od
ravnoteºnih to£k (dolo£eni z isto vrednostjo razvrstilnega
vektorja). Gra�£no je to dejstvo prikazano na sliki 5.15.
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Slika 5.15: Prikaz u£inka hitrostne linearizacije zunaj rav-
noteºja

Hitrostna linearizacija

Poglejmo si, kako znan nelinearni sistem opi²emo s hitro-
stno linearizacijo.

Nelinearni dinami£ni sistem je opisan s sistemom neline-
arnih diferencialnih ena£b

ẋ = F(x,u)
ẏ = G(x,u), (5.3)

kjer so: x ∈ Rn, u ∈ Rm, y je vektor izhodov in F,G sta
matriki funkcijskih odvisnosti.

Ta sistem lahko ekvivalentno opi²emo v obliki, pri kateri
smo lo£ili linearni in nelinearni del:

ẋ = Ax + Bu + f(ρρρ)
y = Cx + Du + g(ρρρ)
ρρρ = ρρρ(x,u), z ∇xρρρ,∇uρρρ konstantnima, (5.4)

kjer soA,B,C,D ustrezno velike konstantne matrike. Ne-
linearni funkciji f(·) in g(·) sta odvisni od vektorja razvr-
stilnih spremenljivk ρρρ = ρρρ(x,u) ∈ Rq, q ≤ m+n, ki izraºa
nelinearno odvisnost dinamike sistema od njegovega sta-
nja in vhoda s konstantnima ∇xρρρ, ∇uρρρ. �e ta sistem
odvajamo, dobimo

ẋ = w
ẇ = (A +∇f(ρρρ)∇xρρρ)w + (B +∇f(ρρρ)∇uρρρ)u̇
ẏ = (C +∇g(ρρρ)∇xρρρ)w + (D +∇g(ρρρ)∇uρρρ)u̇.

�e zapis �zamrznemo� pri eni vrednosti razvrstilnega vek-
torja ρρρ1, dobimo zapis na podlagi hitrostne linearizacije v
tej to£ki, ki predstavlja linearni dinami£ni sistem:

ẋ = w
ẇ = (A +∇f(ρρρ1)∇xρρρ)w + (B +∇f(ρρρ1)∇uρρρ)u̇
ẏ = (C +∇g(ρρρ1)∇xρρρ)w + (D +∇g(ρρρ1)∇uρρρ)u̇.

Osnovne zna£ilnosti hitrostne linearizacije lahko strnemo
v naslednjih ugotovitvah:

� Hitrostna linearizacija je povezana z vsako delovno
to£ko (tako ravnoteºno kot neravnoteºno).

� Lastnosti modela, dobljenega s hitrostno realizacijo,
so popolnoma to£na preslikava lastnosti nelinearnega
sistema v neposredni bliºini relevantne delovne to£ke.

� Druºina modelov, dobljenih s hitrostno linearizacijo
okoli vseh delovnih to£k, nima izgube informacije
glede na nelinearno dinamiko in je alternativna pred-
stavitev nelinearnega sistema.

Hitrostna linearizacija razre²i marsikatero od pomanjklji-
vosti obi£ajne teorije linearizacije okoli ravnoteºnih to£k v
zvezi z analizo in na£rtovanjem:

� Ne vsebuje omejitve na delovanje v okolici ravnote-
ºnih to£k.

� Predstavlja direktno povezavo med re²itvijo, dobljeno
v obliki hitrostne linearizacije, in lokalno re²itvijo
nelinearnega sistema.

� Re²itve, dobljene s hitrostno linearizacijo, so lahko
sestavljene v globalno re²itev nelinearnega sistema.

� Vnaprej²nje poznavanje ravnoteºnih to£k ni potrebno.

Potrebno je pripomniti, da metoda vpelje nove probleme,
kot je na primer odvod vhodnega signala, ki pa so relativno
enostavno re²ljivi tako pri analizi kot pri na£rtovanju sis-
temov.
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Primer modeliranja sistema

Poglejmo si, kak²na je hitrostna linearizacija za du²eno
nihalo [12] (slika 5.16), ki ga lahko opi²emo z ena£bo

θ̈ = Qθ̇ −Q sin θ + bF, (5.5)

kjer sta Q = 29.46 in b = 1.21, θ ∈ [0, π]. V prostoru stanj

0

p

p / 2

Q

Slika 5.16: Shema nihala

v obliki, kjer sta lo£ena linearni in nelinearni del, je zapis
sistema naslednji:[

ẋ1

ẋ2

]
=

[
0 1
0 −Q

] [
x1

x2

]
+

[
0
b

]
u

+

[
0

−Q sin(x1)

]
y =

[
1 0

] [ x1

x2

]
, (5.6)

pri £emer smo vzeli θ za stanje x1, θ̇ za stanje x2 in F za
vhod u.

Prikazani sistem ena£b se v obliki hitrostne linearizacije
glasi[

ẋ1

ẋ2

]
=

[
w1

w2

]
[
ẇ1

ẇ2

]
=

[
0 1

−Q cos(x1) −Q

] [
w1

w2

]
+

[
0
1

]
u̇

ẏ =
[

1 0
] [ w1

w2

]
. (5.7)

Linearizacijo npr. v to£ki (x10 , x20 , u0) dobimo tako, da
�zamrznemo� ena£bo v tej to£ki. Konkretno je v na²em
primeru dovolj, da vstavimo v ena£bo samo vrednost x10

.
Tako bi dobili iz sistema ena£b (5.7) v izbrani to£ki po-
polnoma linearni sistem in ne a�nega, kot bi ga dobili iz
sistema (5.6).

Ko simuliramo model v obliki hitrostne linearizacije, da bi
ga za namene analize primerjali z originalnim sistemom,
moramo ẏ integrirati, u̇ pa lahko dobimo prek �ltra, ki
predstavlja izvedbo odvajanja. Kako se znebimo odva-
janja, kar pride v po²tev predvsem pri na£rtovanju, bo
govora v naslednjem poglavju. Slika 5.17 prikazuje uje-
manje obeh zapisov sistema. Do odstopanja pride zaradi
aproksimacije odvoda in drugih numeri£nih razlogov.
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Slika 5.17: Odziv modela in sistema, ki se zelo ujemata,
kar je razvidno tudi iz spodnje slike, ki prikazuje razliko
med odzivoma.

* * *

Hitrostno linearizacijo lahko uporabimo tudi za diskretne
sisteme, pri £emer za odvode in integrale ne smemo upora-
biti nobenih aproksimacij, saj se napaka akumulira zaradi
integriranja izhodnega signala.

Predstavljajmo si, da imamo nelinearni dinami£ni sistem,
ki je predstavljen z vzor£enimi podatki v obliki diskretnega
sistema:

x(k + 1) = F (x(k),u(k))

y(k) = G (x(k),u(k)) , (5.8)

kjer je bil £as vzor£enja T izbran dovolj majhen, da je
opis (5.8) zajel vso zanimivo nelinearno dinamiko origi-
nalnega sistema. Ta sistem ºelimo opisati z linearnim mo-
delom s spremenljivimi parametri.

Da bi lahko uporabili hitrostno linearizacijo, diskretni sis-
tem (5.8) ponazorimo v zveznem prostoru v obliki zapisa
zveznih signalov z zakasnitvami:

x(t+ T ) = F (x(t),u(t))

y(t) = G (x(t),u(t)) , (5.9)

kjer so vrednosti stanj x, izhodov y in vhodov u diskre-
tnega in zveznega sistema v £asih vzor£enja t = kT, k =
1, 2, . . . enake.

Sistem (5.9) lahko izrazimo v obliki raz²irjene lokalne line-
arne ekvivalence (angl. extended local linear equivalence,
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ELLE) [10]:

x(t+ T ) = Ãx(t) + B̃u(t) + f(ρρρ),

y(t) = C̃x(t) + D̃u(t) + g(ρρρ), (5.10)

kjer sta x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm in so Ã, B̃, C̃, D̃ ustre-
zno velike konstantne matrike. Nelinearni funkciji f(·)
in g(·) sta odvisni od vektorja razvrstilnih spremenljivk
ρρρ = ρρρ(x(t),u(t)) ∈ Rq, q ≤ m + n, ki izraºa nelinearno
odvisnost dinamike sistema od njegovega stanja in vhoda
s konstantnima ∇xρρρ, ∇uρρρ [10].

Prvo ena£bo iz (5.10) lahko relativno glede na delovno
to£ko (x,u) = (x0,u0) zapi²emo z uporabo

δx(t) = x(t)− x0, (5.11)

δu(t) = u(t)− u0, (5.12)

kot:

x(t+T ) = Ã (x0 + δx(t))+B̃ (u0 + δu(t))+ f(ρρρ). (5.13)

Pri predpostavki o lokalni linearnosti v bliºini delovne
to£ke (x0,u0) sledi:

x(t+ T )− x0 + x0 = Ãx0 + Ãδx(t) + B̃u0 + B̃δu(t)

+ f0 + fx0δx(t) + fu0δu(t),

(5.14)

δx(t+ T ) + x0 =
(
Ãx0 + B̃u0 + f0

)
+

(
Ã + fx0

)
δx(t) +

(
B̃

+ fx0) δu(t),

(5.15)

δx(t+ T ) = (F0 − x0) +
(
Ã + fx0

)
δx(t)

+
(
B̃ + fu0

)
δu(t), (5.16)

kjer so F0 = F(x0,u0), f0 = f(x0,u0), fx0 = ∂f
∂x (x0,u0)

in fu0 = ∂f
∂u (x0,u0).

Z odvajanjem ena£be (5.16) po £asu dobimo:

ẋ(t+ T ) =
(
Ã + fx0

)
ẋ(t) +

(
B̃ + fu0

)
u̇(t)

(5.17)

ẋ(t+ T ) = A(ρρρ)ẋ(t) + B(ρρρ)u̇(t), (5.18)

kjer sta A(ρρρ) = (Ã + fx0) in B(ρρρ) = (B̃ + fu0). Pri is-
tih pogojih lahko na enak na£in drugo ena£bo iz (5.10)
zapi²emo kot:

ẏ(t) = C(ρρρ)ẋ(t) + D(ρρρ)u̇(t), (5.19)

kjer sta C(ρρρ) = (C̃ + gx0) in D(ρρρ) = (D̃ + gu0),
z gx0 = ∂g

∂x (x0,u0) in gu0 = ∂g
∂u (x0,u0).

Na opisani na£in lahko predstavimo delovanje sistema v
kateri koli to£ki, dolo£eni z vektorjem razvrstilnih spre-
menljivk ρρρ, z vektorjem stanj x(t) in vhodom u(t). Sistem
(5.10) tako lahko zapi²emo:

ẋ(t+ T ) = A(ρρρ)ẋ(t) + B(ρρρ)u̇(t)

ẏ(t) = C(ρρρ)ẋ(t) + D(ρρρ)u̇(t), (5.20)

kjer so matrike

A(ρρρ) = Ã +
∂f

∂x
(x(t),u(t)),

B(ρρρ) = B̃ +
∂f

∂u
(x(t),u(t)),

C(ρρρ) = C̃ +
∂g

∂x
(x(t),u(t)),

D(ρρρ) = D̃ +
∂g

∂u
(x(t),u(t)), (5.21)

odvisne od vektorja razvrstilnih spremenljivk ρρρ.

Poglejmo si primer modeliranja diskretnega sistema s hi-
trostno linearizacijo.

Primer modeliranja sistema

Zanima nas hitrostna linearizacija za nelinearni diskretni
sistem [17], opisan z ena£bo

y(k + 1) =
y(k)

1 + y2(k)
+ u(k)3 (5.22)

in s £asom vzor£enja T = 1 s. V prostoru stanj lahko
sistem (5.22) zapi²emo:

x(k + 1) =
x(k)

1 + x2(k)
+ u(k)3

y(k) = x(k). (5.23)

Ponazoritev sistema (5.23) v zveznem prostoru je

x(t+ T ) =
x(t)

1 + x2(t)
+ u(t)3

y(t) = x(t), (5.24)

kar ni ekvivalenten sistem, ima pa enak odziv v trenut-
kih vzor£enja. �e bi sistem (5.24) diskretizirali s £asom
vzor£enja T , bi dobili sistem (5.22).

Sistem (5.24) v obliki hitrostne linearizacije se glasi

ẋ(t+ T ) = (1− x(t)2)/(1 + x(t)2)2ẋ(t) + 3u(t)2u̇(t)

ẏ(t) = ẋ(t). (5.25)

Slika 5.18 prikazuje ujemanje odzivov sistemov (5.22) in
(5.25). Odstopanje med sistemoma je nekoliko ve£je zaradi
ve£jih aproksimacij, ki pa so neprimerno manj²e, kot £e
bi sku²ali odvajanje in integriranje originalnega sistema
nadomestiti z diskretnimi ekvivalenti ali inkrementalnim
diskretnim modelom.

5.2 Zlivani ve£modelni sistemi

Metoda hitrostne linearizacije, kot smo jo opisali, je upo-
raben pripomo£ek za linearizacijo nelinearnih sistemov z
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Slika 5.18: Odziv diskretnega sistema in zveznega modela
v obliki hitrostne linearizacije

neskon£no veliko druºino lineariziranih podmodelov. Za
prakso pa bi radi imeli tudi kon£no ²tevilo parametrizi-
ranih modelov. Hitrostna linearizacija za primer, ko ne-
linearni sistem modeliramo z zlivanjem kon£nega ²tevila
linearnih podmodelov, je podrobno opisana v [12].

Izberemo manj²e ²tevilo reprezentativnih £lanov druºine
in jih interpoliramo med seboj, da nadomestimo manjka-
jo£e: (pribliºna) kon£na parametrizacija, kar je v bistvu
nova oblika zlivane ve£modelne predstavitve. V naspro-
tju z obi£ajnimi zlitimi sistemi (mreºe lokalnih modelov)
imajo sistemi na podlagi hitrostne linearizacije naslednje
prednosti:

� Uporabljajo linearne lokalne modele (prave linearne,
ne linearne v parametrih).

� Obdrºijo neposredno zvezo med dinamiko lokalnih
modelov in dinamiko celotnega zlitega sistema:

� obna²anje in lastnosti celotnega sistema so lo-
kalno aproksimirani z obna²anjem in lastnostmi
uteºene linearne kombinacije lokalnih modelov;

� ²e bolje, obna²anje celotnega sistema je lokalno
aproksimirano z uteºeno kombinacijo obna²a-
nja in lastnostmi lokalnih modelov.

Primer modeliranja du²enega nihala

Aproksimirali bomo nelinearni sistem (5.5) in druºino hi-
trostnih modelov z zlivanjem �lokalnih� modelov pri kotih
0, π/2 in π. Pri tem bomo za zlivanje uporabili Gaussove
uteºnostne funkcije, ozna£ene z µ, kot jih prikazuje slika
5.19.

Model na podlagi hitrostne linearizacije v vmesni delovni
to£ki aproksimiranega sistema dobimo z zlivanjem hitro-
stno lineariziranih modelov pri delovnih to£kah, ki ustre-
zajo kotom 0, π/2 in π.
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Slika 5.19: Uteºnostne funkcije

1.

ẋ = w
ẇ = (A +∇f(ρ1)∇xρ)w + (B +∇f(ρ1)∇uρ)u̇,

2.

ẋ = w
ẇ = (A +∇f(ρ2)∇xρ)w + (B +∇f(ρ2)∇uρ)u̇,

3.

ẋ = w
ẇ = (A +∇f(ρ3)∇xρ)w + (B +∇f(ρ3)∇uρ)u̇.

Uteºena kombinacija re²itev:

w̃ =

3∑
i=1

wiµi(ρ).

Sistem uteºene kombinacije
= sistem hitrostne realizacije
≈ nelinearni sistem(lokalno

glede na ustrezno delovno to£ko)

Lahko opazimo, kako malo lineariziranih sistemov (lokal-
nih modelov) smo vzeli. Dovolj so samo trije lokalni mo-
deli, da pokrijejo celotno delovno podro£je [0, π]:

ẋ = w

ẇ =

3∑
i=1

[(A +∇f(ρi)∇xρ)w

+ (B +∇f(ρi)∇uρ)u̇]µi(ρ).

(5.26)

Pokaºemo lahko, da velja:

w̃ ≈ w, re²itev uteºene kombinacije
≈ lokalna re²itev nelinearnega sistema.
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5.2 Zlivani ve£modelni sistemi

To je neposredna povezava med dinamiko lokalnih mode-
lov in dinamiko nelinearnega zlitega sistema ter posledica
uporabe hitrostne realizacije in NE velja za obi£ajne mreºe
lokalnih modelov.

Ujemanje odzivov originalnega in zlivanega sistema prika-
zujejo slike 5.20, 5.21 in 5.22.
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Slika 5.20: Ujemanje nelinearnosti zlivanega modela (ẇ2)
na podlagi hitrostne linearizacije in nelinearnega sistema:
polna krivulja � nelinearni sistem, £rtkana krivulja � zli-
vani sistem

0 2 4 6 8 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

čas

th
e

ta
 (

ra
d

)

Slika 5.21: Odziv nelinearnega in zlivanega sistema na do-
lo£en vhodni signal � delovno obmo£je je okoli π/4 rad,
kar je, kar se ti£e zlivanja, najbolj zoprno obmo£je
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Slika 5.22: Razlika med izhodom nelinearnega in zlitega
sistema

Primer modeliranja diskretnega sistema

Enako kot v prej²njem primeru lahko postopamo tudi pri
modeliranju diskretnega sistema. Diskretni sistem (5.22)
smo v njegovi zvezni obliki (5.24) aproksimirali s sedmimi
enakomerno porazdeljenimi lokalnimi modeli, ki smo jih
zlivali z Gaussovimi uteºnostnimi funkcijami.

Ujemanje odzivov originalnega in zlivanega sistema prika-
zuje slika 5.23.
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Slika 5.23: Odziv nelinearnega diskretnega sistema (5.22)
in odziv zlivanega sistema (5.26)

59



Mreºe lokalnih modelov in zliti ve£modelni sistemi

60



Literatura

[1] R. Babu²ka (1998): Fuzzy Modeling for Control,
Norwell, MA: Kluwer.

[2] G. Gregor£i£ (2004): Data-based modelling of non-
linear systems for control, Ph.D. Thesis, University
College Cork, National University of Ireland.

[3] G. Gregor£i£, G. Lightbody (2003): From multiple
model networks to the Gaussian processes prior mo-
del, Proceedings in IFAC ICONS conference, Faro,
149�154.

[4] T. A. Johansen, B. A. Foss (1993): Constructing
NARMAX models using ARMAX models, Int. J.
Control, Vol. 58, 1125�1153.

[5] T. A. Johansen, B. A. Foss (1998): ORBIT - Opera-
ting Regime Based Modeling and Identi�cation Tool-
kit, Control Engineering Practice, Vol. 6, 1277-1286.

[6] T. A. Johansen, K. Hunt and H. Fritz (1998): A Soft-
ware Environment for Gain Scheduled Local Control-
ler Network Design, IEEE Control Systems Magan-
zine, 48-60.

[7] T. A. Johansen, B. A. Foss [Eds.] (1999): Int. J.
Control, Special Issue: Multiple Model Approaches
to Modelling and Control, Vol. 72, No. 7/8.

[8] T. A. Johansen, R. Shorten and R. Murray-Smith
(2000): On the interpretation and identi�cation of
dynamic Takagi-Sugeno fuzzy models, IEEE Trans.
on Fuzzy Systems, Vol. 8, No. 3, 297-313.

[9] T. A. Johansen,R. Babu²ka (2003): Multiobjective
Identi�cation of Takagi�Sugeno Fuzzy Models, IEEE
Trans. Fuzzy Systems, Vol. 11, No. 6, 847-860.

[10] D. J. Leith, W. E. Leithead (1998): Gain-Scheduled
& Nonlinear Systems: Dynamic Analysis by Velocity-
Based Linearisation Families. Int. J. Control, Vol. 70,
289-317.

[11] D. J. Leith, W. E. Leithead (1998): Gain-Scheduled
Controller Design: An Analytic Framework Directly
Incorporating Non-Equilibrium Plant Dynamics, Int.
J. Control, Vol. 70, 249-269.

[12] D. J. Leith, W. E. Leithead (1999): Analytic fra-
mework for blended multiple model systems using li-
near local models, Int. J. Control, Vol. 72, 605-619.

[13] D. J. Leith, W. E. Leithead (2007): Velocity-
Based Gain-Scheduling Demo, [Elektronski vir],
http://www.hamilton.ie/doug/demof.htm

[14] R. Li, Z. Zhao, X.-B. Li (2005): General Model-Set
Design Methods for Multiple-Model Approach, IEEE
Trans. Auto. Control, Vol. 50, No. 9, 1260-1276.

[15] R. Murray-Smith and T. A. Johansen [Eds.] (1997):
Multiple Model Approaches to Modelling and Con-
trol, Taylor & Francis, London.

[16] R. Murray-Smith, T. A. Johansen, R. Shorten (1999):
On transient dynamics, o�-equilibrium behaviour and
identi�cation in blended multiple model structures,
Proceedings in European Control Conference, Kar-
slruhe, BA-14.

[17] K. S. Narendra, J. Balakrishnan, M. K. Ciliz (1995):
Adaptation and learning using multiple models swit-
ching and tuning, IEEE Control System Magazine,
Vol. 15, No. 3, 37�51.

[18] O. Nelles (2001): Nonlinear System Identi�cation,
From Classical Approaches to Neural Networks and
Fuzzy Models, Springer Verlag, Berlin.

[19] T. Takagi and M. Sugeno (1985): Fuzzy identi�ca-
tion of systems and its application to modeling and
control, IEEE Trans. Syst., Man, Cybern., Vol. 15,
116�132.

61



LITERATURA

62



6

Na£rtovanje vodenja z razvr²£anjem oja£enj

Dinami£ni sistemi povsod okoli nas so nelinearni. �al pa
so orodja za njihovo analizo in na£rtovanje ²e relativno
nerazvita. Po drugi strani pa imamo za linearne dinami£ne
sisteme dobro razvita in znana orodja. To pomeni, da
je na£in �deli in vladaj�, pri katerem nelinearni problem
razdelimo na mnoºico linearnih, privla£en.

Vodenje z razvr²£anjem oja£enj (angl. gain-scheduling)[11]
je tipi£na metoda, k na£rtovanju katere pristopamo z na-
£inom �deli in vladaj� in ga uporabljamo na veliko po-
dro£jih avtomatskega vodenja: od letalstva do procesne
tehnologije. Metoda na£rtovanja vodenja z razvr²£anjem
oja£enj je sestavljena iz naslednjih korakov:

1. linearizacija nelinearnega procesa okoli izbranega ²te-
vila ravnoteºnih to£k;

2. na£rtovanje linearnih regulatorjev za vsakega od li-
nearnih podmodelov;

3. zdruºevanje linearnih regulatorjev v globalni neline-
arni regulator s tem, da so vrednosti parametrov re-
gulatorjev ali signali razvr²£ani z razvrstilnimi spre-
menljivkami.

Obi£ajni regulator z razvr²£anjem oja£enj je omejen na
delovanje v bliºini ravnoteºnih to£k, saj je bil na£rtovan
glede na tovrstne modele. Razvrstilne spremenljivke, s
katerimi so razvr²£ani parametri ali signali linearnih regu-
latorjev, morajo biti po£asne. To pomeni, da je njihova
hitrost spremembe po£asnej²a od hitrosti sprememb izho-
dnega signala zaprtozan£nega sistema. Teorija, ki bi pod-
prla ta zelo ²iroko uporabljani pristop, je relativno slabo
razvita. Podrobnej²i pregled te problematike je v delu [9].

6.1 Na£rtovanje z uporabo hitrostne

linearizacije

Hitrostna linearizacija, ki smo jo opisali v prej²njem po-
glavju, re²i precej pomanjkljivosti obi£ajnega vodenja z
razvr²£anjem oja£enj. Predvsem posplo²i na£rtovanje vo-
denja tako, da vsebuje informacijo o dinamiki procesa tudi

v neravnoteºnih delovnih to£kah. Kot smo omenili v prej-
²njem poglavju, je tovrsten zapis veljaven po celotnem po-
dro£ju in ni omejen samo na podro£je v bliºini ravnoteºnih
to£k. To pomeni, da lahko obvladamo tudi hitre in obse-
ºne prehode med ²e tako oddaljenimi podro£ji delovanja
sistema. Na£rtovanje vodenja z razvr²£anjem oja£enj na
podlagi hitrostne linearizacije je naslednje (slika 6.1):

1. dolo£evanje druºine hitrostno lineariziranih sistemov
za nelinearni sistem;

2. na£rtovanje linearnih regulatorjev za vsakega od li-
nearnih podmodelov;

3. tvorjenje nelinearnega regulatorja iz druºine hitro-
stno lineariziranih linearnih regulatorjev, na£rtova-
nih v prej²nji to£ki.

N e l i n e a r n i  s i s t e m ,  k i  g a
� e l i m o  v o d i t i

I z v e d b a  n e l i n e a r n e g a
r e g u l a t o r j a  i z  n a è r t o v a n e

d r u � i n e  l i n e a r n i h
r e g u l a t o r j e v

D r u � i n a  h i t r o s t n o
l i n e a r i z i r a n i h  m o d e l o v
s  p r i m e r n i m  � t .  l o k a l n i h

m o d e l o v

N a è r t o v a n j e  d r u � i n e
l i n e a r n i h  r e g u l a t o r j e v

Slika 6.1: Postopek na£rtovanja vodenja z razvr²£anjem
oja£enj (gain-scheduling) na podlagi hitrostne linearizacije

� Regulator, na£rtovan s hitrostno linearizacijo, dobro
deluje tudi pri velikih spremembah referen£ne veli-
£ine in na veliki oddaljenosti od ravnoteºnega stanja.

� Za tak regulator ni nobene zahteve po po£asni spre-
membi katere koli veli£ine. To pomeni, da podpira
tudi globalno invertiranje dinamike, kar bi lahko po-
enostavljeno opisali kot neposredno kraj²anje polov
in ni£el reguliranega procesa v delovnih to£kah.

� Prednost na£rtovalnega postopka je, da lahko upo-
rabimo znanje na£rtovanja linearnih sistemov.
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Na£rtovanje vodenja z razvr²£anjem oja£enj

Podrobneje o na£rtovanju vodenja z razvr²£anjem oja£enj
na podlagi hitrostne linearizacije najdemo v delih [6], [7] in
si delovanje ogledamo v demonstracijski programski opremi
[10]. Primeri uporabe so npr. [2], [3], [4].

Izvedba regulatorjev, na£rtovanih na podlagi hi-
trostne linearizacije

Oblika zapisa sistema na podlagi hitrostne linearizacije
(slika 6.2) vsebuje tudi odvod vhodnega signala namesto
vhodnega signala in odvod izhodnega signala namesto iz-
hodnega signala. Odvod vhodnih signalov pri izvedbah
vodenja ni zaºelen, vendar se njegovi izvedbi lahko izo-
gnemo.

N e l i n e a r n i  s i s t e m
z a p i s a n  s  h i t r o s t n o

l i n e a r i z a c i j o
d / d t

u u y y

Slika 6.2: Sistem v obliki hitrostne linearizacije

Lahko upo²tevamo dejstvo, da vsebujejo skoraj vsi regu-
latorji tudi integrirni del (za odpravljanje napak v usta-
ljenem stanju). �e pa ima regulator integrirni del, potem
lahko sistem priredimo, kot prikazuje slika 6.3.

D i n a m i k a  b r e z
i n t e g r i r n e g a

d e l a

D i n a m i k a  b r e z
i n t e g r i r n e g a

d e l a

d / d t
u u

.
y y
.

u y y
.

H i t r o s t n o  l i n e a r i z i r a n  n e l i n e a r n i  s i s t e m

I n t e g r i r n i

d e l

Slika 6.3: Prikaz, kako se izognemo odvodu vhodnega si-
gnala

Primer PI-regulatorja

Ilustrirajmo izvedbo za izogibanje odvoda signalov na eno-
stavnem proporcionalno integrirnem (PI) regulatorju:

K(s, ρ) = (K0(ρ) +
K1

s
)

1

(s+ 50)
. (6.1)

kjer je K(s, ρ) prenosna funkcija PI-regulatorja, s je kom-
pleksna spremenljivka, ρ je razvrstilna spremenljivka in
K0,K1 ∈ R sta parametra regulatorja. Slika 6.4 prikazuje
osnovno in za izvedbo neºeleno obliko, slika 6.5 pa, kako
se odvoda izognemo.

d / d t K  (   )

5 0

K  (   )

1

0

r

r
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Slika 6.4: PI regulator v osnovni in za izvedbo neºeleni
hitrostni obliki
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Slika 6.5: Kon£na izvedba PI regulatorja

Konkreten primer izvedbe v obliki simulacijske sheme pa-
keta Matlab/Simulink za vrednosti K0 = 11 in K1 = 55
prikazuje slika 6.6.
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Slika 6.6: Primer izvedbe regulatorja K(s, ρ1) = (11 +
55
s ) 1

(0.01s+1) v Simulinku
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6.1 Na£rtovanje z uporabo hitrostne linearizacije

Primer dveh razli£no izvedenih regulatorjev z raz-
vr²£anjem oja£enj

Oglejmo si na£rtovanje regulatorja v obliki hitrostne li-
nearizacije in v obliki obi£ajnega vodenja z razvr²£anjem
oja£enj za nelinearni sistem z vhodno spremenljivko u in
izhodno spremenljivko y:

ẏ = tanh(u− 10y) + 0.01(u− 10y). (6.2)

Regulatorja, ki imata nelinearnost parametrov regulatorja
enaki, imata druga£ni izvedbi. Simulacijski shemi prika-
zuje slika 6.7, odzive zaprtozan£nega sistema pa slika 6.8.
Iz odzivov lahko vidimo, da obi£ajno vodenje z razvr²£a-
njem oja£enj ne more slediti velikim spremembam refe-
ren£nega signala.

1

u

u(1)*(-10+(14/(1.01-tanh(u(2))*tanh(u(2)))))

Kp

u(1)*100/(1.01-tanh(u(2))*tanh(u(2)))
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Slika 6.7: Simulink shema za regulator v klasi£ni izvedbi
(zgoraj), regulator v hitrostni izvedbi (spodaj)
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Slika 6.8: Zaprtozan£ni odzivi razli£nih izvedb
* * *

Doslej smo obravnavali druºine hitrostno lineariziranih mo-
delov z neskon£no velikim ²tevilom £lanov, ki so ponazorili

nelinearni sistem. V praksi se pogosto sre£amo z ºeljo, da
bi nelinearni sistem aproksimirali z modelom, sestavljenim
iz kon£nega ²tevila linearnih podmodelov.

Hitrostna linearizacija omogo£a tudi aproksimacijo mo-
dela procesa z interpolacijo majhnega ²tevila lineariziranih
lokalnih modelov. Poleg tega obstaja neposredna zveza
med re²itvami teh �lokalnih� modelov in re²itvijo neline-
arnega zlitega sistema.

Na tej podlagi lahko na£rtujemo vodenje z razvr²£anjem
oja£enj po naslednjem postopku:

� Na£rtovanje linearnega regulatorja za vsako izmed
linearizacij procesa (lokalnih modelov) pri katerem
dobimo majhno ²tevilo linearnih regulatorjev.

� Uporaba iste vrste funkcij za zlivanje kot pri apro-
ksimiranem modelu procesa za zlivanje regulatorjev
druºine na podlagi hitrostne linearizacije.

� Pod pogojem, da je model procesa dovolj to£en za
na£rtovanje vodenja in regulator zadosti robusten, je
druºina regulatorjev primerna tudi za vodenje pro-
cesa. Ta pogoj velja za vse postopke na£rtovanja,
ki uporabljajo model procesa. Pri tem velja pripo-
mniti, da je za uspe²no na£rtovanje vodenja proces
potrebno aproksimirati z ve£ kot minimalnim ²tevi-
lom lokalnih modelov, ki zadovoljivo opisujejo neli-
nearno dinamiko. Pri na£rtovanju vodenja namre£
do neke mere ponazarjamo inverzno dinamiko pro-
cesa.

� Izvedba nelinearnega regulatorja iz na£rtovane dru-
ºine regulatorjev na podlagi hitrostne linearizacije.

Povzetek ugotovitev v zvezi z na£rtovanjem vodenja na
podlagi hitrostne linearizacije:

� Pri na£rtovanju regulatorja z razvr²£anjem oja£enj
moramo narediti nelinearni regulator s to£no dolo-
£eno druºino elementov, dobljenih na podlagi hitro-
stne linearizacije, kar je relativno enostavno.

� Nobene potrebe ni po odvajanju za²umljenih vho-
dnih signalov.

� Lahko dobimo nelinearni regulator, ki je neposredno
povezan z druºino linearnih regulatorjev, dobljenih
na podlagi hitrostne linearizacije.

� Druºina hitrostno lineariziranih modelov procesa ima
neskon£no ²tevilo elementov, vendar ºelimo veliko-
krat delati z manj²o in kon£no mnoºico elementov.
Na£rtujemo lahko regulatorje za majhno ²tevilo li-
neariziranih modelov procesa in jih nato zlijemo z
uteºnostnimi funkcijami, da bi dobili en celoten ne-
linearen regulator za celoten proces.

� Pri izvedbi regulatorjev, dobljenih s hitrostno line-
arizacijo, moramo paziti, da ohranimo pridobljene
prednosti.

65



Na£rtovanje vodenja z razvr²£anjem oja£enj

� Zlivanje (interpolacija) je odvisno od lastnosti pro-
cesa.

� Obi£ajno izvedeni regulatorji imajo ve£ja odstopanja
od ºelenega obna²anja v oddaljenosti od ravnoteºnih
to£k.

� Neposredna zveza med lastnostmi hitrostno lineari-
ziranih modelov in lastnostmi zlitega nelinearnega
modela/regulatorja zelo olaj²a analizo in na£rtova-
nje. To je lastnost uporabe hitrostne realizacije in
ne velja za obi£ajne oblike zlitih sistemov (mreº lo-
kalnih modelov, mehkih modelov ipd.).

� Ne smemo pozabiti, da je uspe²na izvedba vodenja
odvisna od pravilne izbire spremenljivke za razvr²£a-
nje in ²tevila funkcij za zlivanje.

6.2 Primer na£rtovanja vodenja: eno-

segmentni robotski manipulator

Namen tega primera, ki je podrobneje opisan v [1], je ilu-
strirati postopek na£rtovanja vodenja z razvr²£anjem oja-
£enj na podlagi kon£nega ²tevila lineariziranih podmode-
lov in prikazati pomembnost pravilne izvedbe.

Prikazali bomo postopek na£rtovanja vodenja in ga ovre-
dnotili z ra£unalni²ko simulacijo na primeru enosegmen-
tnega robotskega manipulatorja. En segment robotskega
manipulatorja aproksimiramo s homogeno palico, kar pri-
kazuje slika 6.9:

M = JΦ̈ +mg sin Φ
r

2
+ kvΦ̇

y = r(1− cos Φ). (6.3)

kjer je y navpi£no odstopanje palice od ravnovesne lege,
Φ je kotno odstopanje palice od ravnovesne lege, M je
moment, J je vrtilna koli£ina, m je masa palice, g je gra-
vitacijski pospe²ek, r je dolºina palice in kv je koe�cient
trenja.

To je nelinearni sistem, ki naj ne bi predstavljal ve£jih
problemov pri na£rtovanju vodenja (ne glede na metodo).

Postopek na£rtovanja je opisan v naslednjih korakih:

� Proces predstavimo z lokalnimi modeli (to£ke r =
0, 0.2 in 0.7, kar je Φ = 0, 36 in 72 kotnih stopinj).

� Za lokalne modele na£rtujemo lokalne PI-regulatorje
z zahtevo, da je zaprtozan£ni odziv brez prenihaja
in je na vseh podro£jih enaka hitrost zaprtozan£nega
odziva.

� Lokalne regulatorje primerno poveºemo v nelinearni
regulator.

� Postavimo tri funkcije za zlivanje v obliki Gaussove
zvon£aste krivulje.

     

M  

F  
y

Slika 6.9: Shema enosegmentnega robotskega manipula-
torja

� Izhodna spremenljivka y (vertikalno odstopanje ko-
nice palice) je spremenljivka za razvr²£anje.

� Dodan je pol za slabljenje visoko frekven£nih motenj
in odstopanj ter za pomo£ pri izvedbi regulatorja.

� Primerjali bomo dve razli£ni izvedbi zlivanega regu-
latorja.

Obi£ajna izvedba regulatorja z razvr²£anjem oja-
£enj

Obi£ajna izvedba zlivanega regulatorja je naslednja:

ẋci =
∑
i

Fi(xc, e)µi(ρ)ρ)ρ)

ui =
∑
i

Gi(xc, e)µi(ρρρ)

ρρρ(xc, e) = ∇xρρρxc +∇eρρρe, (6.4)

kjer sta ponavadi

Fi(xc, e) = αi + Aixc + Bie, (6.5)

Gi(xc, e) = βi + Cixc + Die (6.6)

(6.7)

s konstantnimi αi,Ai,Bi, βi,Ci,Di, ki predstavljajo line-
arizacijo nelinearnega sistema v delovni to£ki.

Primer obi£ajne izvedbe nelinearnega PI-regulatorja pri-
kazuje blo£na shema na sliki 6.10. Pomanjkljivosti obi-
£ajne izvedbe lahko strnemo v dve ugotovitvi:
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6.3 Primer na£rtovanja vodenja enote za pripravo plina

� Napovedljivo obna²anje samo v bliºini ravnoteºnih
to£k.

� Zahteva po po£asnem spreminjanju razvrstilne spre-
menljivke.
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Slika 6.10: Obi£ajna izvedba zlivanega PI-regulatorja

Razvrstilna spremenljivka je izhod iz procesa, kar pomeni,
da se razvrstilna spremenljivka NE spreminja po£asi. Iz-
vedba z zlivanjem regulirnih signalov namesto zlivanja pa-
rametrov ima poleg omenjenih ²e dodatne slabosti, saj se
zaradi vzporedno vezanih dinami£nih regulatorjev lahko
pove£a red nelinearnega regulatorja proporcionalno ²te-
vilu aktivnih regulatorjev, kar vpliva na zaprtozan£no di-
namiko. Izjema je, kadar imajo lokalni regulatorji enake
pole, kar je dejstvo tudi v na²em primeru in se zaradi tega
zaprtozan£na sistema z obema vrstama obi£ajno izvedenih
regulatorjev obna²ata enako.

Izvedba regulatorja z razvr²£anjem oja£enj na pod-
lagi hitrostne linearizacije

Izvedba zlivanega regulatorja na podlagi hitrostne lineari-
zacije je naslednja:

ẋc = wc

ẇc =

(∑
i

Aiµi(ρρρ)

)
wc +

(∑
i

Biµi(ρρρ)

)
ė

u̇ =

(∑
i

Ciµi(ρρρ)

)
wwwc +

(∑
i

Diµi(ρρρ)

)
ė.

(6.8)

Primer izvedbe nelinearnega PI-regulatorja na podlagi hi-
trostne linearizacije prikazuje blo£na shema na sliki 6.11.
Pomanjkljivost izvedbe s hitrostno linearizacijo je, da mo-
ramo biti pri njej pozorni, da jo izvedemo pravilno.

Filter na vhodu regulatorja, ki smo ga izkoristili, da se iz-
ognemo neposrednemu odvajanju vhodnega signala, vse-
buje dodatni pol Ω za slabljenje visokih frekvenc, ki ome-
juje tudi vsebnost ²uma v signalu.

Primerjavo odzivov zaprtozan£nih odzivov z razli£no iz-
vedenimi regulatorji prikazuje slika 6.12, na kateri lahko
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Slika 6.11: Izvedba zlivanega regulatorja na podlagi hitro-
stne linearizacije

vidimo, da se zaprtozan£ni sistem z obi£ajno izvedenim re-
gulatorjem ne obna²a, kot bi se moral pri velikih spremem-
bah referen£ne vrednosti, pri katerih sistem hitro prehaja
z enega podro£ja nelinearnosti na drugega.
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Slika 6.12: Rezultati simulacije

6.3 Primer na£rtovanja vodenja e-

note za pripravo plina

Namen tega primera je prikazati prakti£no izvedeno vode-
nje z razvr²£anjem oja£enj na na£in, kot bi bil blizu in-
ºenirju, ki obi£ajno na£rtuje procesno vodenje. Naloga je
bila: na£rtovati vodenje tlaka za polindustrijsko procesno
napravo za pripravo plina, ki je v procesnem laboratoriju
Odseka za sisteme in vodenje na In²titutu Joºefa Stefana.
Njena shema je prikazana na sliki 6.13. Podrobneje je pro-
blem opisan v delu [5]. Postavljene zahteve za vodenje so
naslednje:

� Obna²anje zaprtozan£nega odziva mora biti £im bolj
enako po celotnem delovnem podro£ju.

� Vodenje naj bo izvedeno s programirljivimi logi£nimi
krmilniki (angl. Programmable Logic Controller -
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Na£rtovanje vodenja z razvr²£anjem oja£enj

PLC) kot tipi£nimi predstavniki industrijske strojne
opreme za vodenje.

� Izbrani algoritem vodenja mora biti razumljiv inºe-
nirju, ki obi£ajno dela s PLC-ji.

� Zaradi enostavnosti naj bo razvr²£anje oja£enj iz-
vedeno z zlivanjem proporcionalno integrirnih (PI)
regulatorjev in zlivanje s trikotnimi uteºnimi (pripa-
dnostnimi) funkcijami.

� Regulacija tlaka v tanku pri razli£nih nivojih teko-
£ine v njem, tako da bosta hitrost odziva in oblika
enaka po celem podro£ju delovanja.

� Re²ujemo nelinearni problem, ker se dinamika pro-
cesa spreminja s spremembo nivoja teko£ine.

P T

L T

L T

L T

F T

F T

1

2

3

1

2

1

T 1

R 2

V 2

V 1

V 4 V 6

V 5

V 7

V 3

P 1

V 8

 

I 1

p l i n

p l i n

t e k o è i n a

i z t o k

Slika 6.13: Shema lo£evalnika plin-teko£ina

Strukturo vodenja iz izvedbenega stali²£a prikazuje shema
na sliki 6.14, iz sistemskega stali²£a blo£na shema na sliki
6.15, iz izvedbenega stali²£a pa shema na sliki 6.16.
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Slika 6.14: Postavitev sistema vodenja za enoto za pri-
pravo plina
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Slika 6.15: Blokovna shema zaprtozan£nega sistema
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Slika 6.16: Izvedbena shema zlivanega regulatorja z raz-
vr²£anjem oja£enj za PLC opremo

Postopek na£rtovanja je bil enak, kot smo ga opisali ºe
v prej²njih podpoglavjih. Nekatere speci�£nosti konkre-
tnega na£rtovanja lahko opi²emo v naslednjih to£kah:

� Dolo£ili smo primerno ²tevilo ravnoteºnih to£k, v ka-
tere smo postavili sredi²£a uteºnostnih funkcij tako,
da smo naredili kompromis med dobrim zaprtozan£-
nim odzivom (kar zahteva £im ve£ funkcij) in zaradi
enostavne strojne opreme enostavno izvedbo (kar zah-
teva £im manj funkcij).

� Ugla²evanje lokalnih regulatorjev v ravnoteºnih to£-
kah smo izvedli kar z ugla²evanjem po inºenirskih
pravilih na podlagi odzivov na zelo majhno stopnico
s pozitivno in z negativno spremembo amplitude o-
koli ravnoteºne to£ke.

� Celotni postopek na£rtovanja je iterativen in inte-
raktiven in ga ponavljamo, dokler ne zadovoljimo
postavljenih zahtev. Postopek bi bil lahko bolj pre-
mo£rten, £e bi uporabili matemati£ni model procesa,
kar pa bi zahtevalo dodaten vloºek v teoreti£no mo-
deliranje naprave, ki se ga inºenirji v praksi nemalo-
krat ognejo.

� Razvrstilna spremenljivka je bila glede na �zikalno
ozadje vi²ina teko£ine, ki je po£asnej²a od zaprto-
zan£nega odziva; to pomeni, da izvedba ni v nobe-
nem primeru kriti£na. V resnici bi morali delati z
vektorjem razvrstilnih spremeljivk, vendar je ana-
liza, ki jo najdemo v [5] pokazala, da lahko vektor
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6.3 Primer na£rtovanja vodenja enote za pripravo plina

razvrstilnih spremeljivk poenostavimo z dominantno
spremeljivko, ki je vi²ina teko£ine v napravi.

Simulacijski rezultati, ki so prikazani na slikah 6.17 in 6.18,
kaºejo, da ima zaprtozan£ni sistem razli£no obna²anje pri
stopnicah navzgor in navzdol zaradi nelinearnosti ventila.
Druga£e pa lahko ugotovimo, da smo dosegli zadovoljiv
zaprtozan£ni odziv prek celotnega zanimivega podro£ja s
tremi zlivanimi regulatorji.
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Slika 6.17: Simulacijski rezultati
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Slika 6.18: Simulacijski rezultati � primerjava normiranih
signalov (vsi signali na eni sliki): zaprtozan£ni odziv z
zlivanim regulatorjem (leva slika), zaprtozan£ni odziv z
enim samim PI-regulatorjem

Naslednji korak je bil preizkusiti na£rtovani regulator s
PLC-jem, priklju£enim na ra£unalnik, ki je simuliral dina-
miko procesa (angl. �Hardware-in-the-loop�- HIL simula-
tion), kar prikazuje shema na sliki 6.19. Rezultati so vidni
na sliki 6.20.

Na koncu sledi ²e preskus regulatorja na napravi. Na sliki
6.21 vidimo, da regulator zadovoljivo regulira napravo.
Razlike med merjenimi in simulacijskimi odzivi pa so vidni
na sliki 6.22. Do razlike v hitrosti odzivov pride zato, ker
matemati£ni model, ki smo ga uporabili za simulacijo, ni
bil dovolj dobra ponazoritev dinamike enote za pripravo
plina. Ne glede na opaºena odstopanja lahko ugotovimo,
da smo z enostavnim algoritmom in industrijsko strojno
opremo uspeli dose£i podobno obna²anje po celotnem po-
dro£ju delovanja nelinearnega sistema.
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Slika 6.19: Izvedba
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Slika 6.20: Primerjava zaprtozan£nih odzivov na robu de-
lovnega podro£ja. Polna £rta predstavlja odziv HIL, pre-
kinjena pa odziv ra£unalni²ke simulacije.
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Slika 6.21: Meritve zaprtozan£nega odziva, spreminjanje
spremenljivke za razvr²£anje in regulirni signal
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Slika 6.22: Pogled od blizu: primerjava normiranih signa-
lov med meritvami na napravi (zgornja slika) in ra£unal-
ni²ko simulacijo (spodnja slika)
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7

Identi�kacija nelinearnih sistemov z

Gaussovimi procesi

7.1 Gaussovi procesi

Gaussovi procesi so naklju£ni procesi. Naklju£ni proces
je posplo²itev naklju£ne spremenljivke (npr. vektor, ska-
lar) na neki od neodvisnih spremenljivk odvisen prostor.
�e je vrednost naklju£ne spremenljivke v vsaki to£ki tega
prostora porazdeljena po Gaussovi (normalni) porazdeli-
tvi, takemu procesu re£emo Gaussov proces ali tudi ga-
ussovski proces (GP) [17]. Druga£e: £e je vhod v proces
vektor neodvisnih spremenljivk x, je ta proces Gaussov,
£e je porazdelitev vrednosti funkcije f(x) za vsak vhodni
vektor x Gaussova.

Model na podlagi Gaussovih procesov (kraj²e GP-model)
obi£ajno imenujemo neparametri£ni verjetnostni model [25].
Namesto za modeliranje bolj obi£ajne omejitve na neki
razred (parametriziranih) funkcij s tem na£inom a priori
dopu²£amo opis neznanega sistema z neskon£no mnoºico
funkcij. Pri tem dopu²£amo ve£jo verjetnost funkcij, za
katere menimo, da se pri opisu sistema bolj verjetno po-
javljajo npr. gladke, stacionarne, periodi£ne.

Podrobneje so osnove modeliranja z modelom na podlagi
Gaussovih procesov opisane v [29] ali za£etnih poglavjih v
[25], bolj podrobno razlago najdemo v [25, 24].

Velja opozoriti, da vhod in izhod v GP model nista si-
gnala, marve£ je vhod v model vektor z (vzor£enimi) vre-
dnostmi neodvisnih spremenljivk x, izhod iz GP-modela
pa verjetnostna porazdelitev izhodne vrednosti f(x) pri
danem vhodnem vektorju; to izhaja iz Bayesovega na£ina
modeliranja [22], ki predstavlja bistveno razliko od drugih
na£inov. Poglejmo si podrobnosti tega na£ina modelira-
nja.

Za poljubni nabor N vhodnih vektorjev xi, i = 1, . . . , N je
GP dolo£en z vektorjem srednjih vrednosti
m = [m1(x1) . . .mN (xn)]T in kovarian£no matriko K,

K =

 K11 . . . K1N

...
. . .

...
KN1 . . . KNN

 , (7.1)

kjer so:
mi(xi) = E[f(xi)] (7.2)

in so elementi kovarian£ne matrike Kij dolo£eni kot:

Kij = cov(f(xi), f(xj))

= E[(f(xi)−m(xi)(f(xj)−m(xj)], (7.3)

obi£ajno dobljeni z neko kovarian£no funkcijo C(xi,xj):

cov(f(xi), f(xj)) = C(xi,xj). (7.4)

�e je porazdelitev neke mnoºice spremenljivk Gaussova,
je Gaussova tudi porazdelitev katere koli podmnoºice ele-
mentov te mnoºice, kar imenujemo zahteva po konsistenci
(angl. consistency requirement). To za delovanje GP-
modela pomembno lastnost doseºemo, £e so elementi ko-
varian£ne matrike GP-ja dobljeni s kovarian£no funkcijo
[25].

Kovarian£na funkcija

Vrednost kovarian£ne funkcije C(xi,xj) izraºa korelacijo
med vrednostima izhodov f(xi) in f(xj) na podlagi vre-
dnosti vhodnih vektorjev xi in xj . Kovarian£na funkcija
je lahko katere koli oblike, £e za poljubni nabor N vho-
dnih vektorjev xi, i = 1, . . . , N tvori ne-negativno de�ni-
tno kovarian£no matrikoK. Kovarian£ne funkcije so lahko
stacionarne, nestacionarne, periodi£ne itd., podrobneje so
na²tete v [25]. Kovarian£ne funkcije, ki dolo£a obliko ne-
znane funkcije f(x), navadno ne poznamo vnaprej, lahko
pa iz znanja o splo²nih lastnostih funkcije f(x) sklepamo
na obliko kovarian£ne funkcije.

Najve£ se uporablja Gaussova kovarian£na funkcija, ki iz-
raºa dve pogosti lastnosti procesov:

� gladkost, ki pove, da se bo izhod procesa z majhno
spremembo vhoda relativno malo spremenil (korela-
cija je ve£ja za dva izhoda, £igar vhoda leºita blizu
skupaj), in

� stacionarnost, pri kateri je kovarianca med dvema
vhodnima vektorjema odvisna samo od njune med-
sebojne razdalje in ne tudi od njune absolutne lege
v prostoru.
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Uporabimo jo pogosto, ko nimamo vnaprej²njega znanja
o strukturi procesa. Pri njej je kovarianca med dvema
izhodoma yi = f(xi) in yj = f(xj):

Kij = C(xi,xj) = v1 exp

[
− 1

2

D∑
d=1

wd(x
d
i − xdj )2

]
; (7.5)

D je dolºina vhodnega vektorja x oz. ²tevilo neodvisnih
spremenljivk sistema. Parametri v1 in wd, d = 1, . . . , D so
poljubno dolo£ljivi parametri kovarian£ne funkcije. Ime-
nujemo jih hiperparametri1 [24, 21], da poudarimo, da so
to parametri sicer neparametri£nega modela2, ki dolo£ajo
obliko neznane funkcije f(x). Parameter v1 govori o veli-
kosti kovariance, parametri wd pa odraºajo pomembnost
posamezne komponente vhodnega vektorja; ve£ji je para-
meter wd, bolj vplivna je sprememba komponente vektorja
xd na vrednost izhoda. Da dana kovarian£na funkcija tvori
pozitivno de�nitno kovarian£no matriko, morajo biti vsi
parametri Gaussove kovarian£ne funkcije ve£ji od ni£.

Modeliranje

Najlaºe predstavimo delovanje GP-modela na primeru. Vze-
mimo, da bi radi opisali neki sistem

y = f(x) + v, (7.6)

kjer je v beli Gaussov ²um z varianco v0, v ∼ N (0, v0). Na
podlagi N -tih vhodno-izhodnih vzorcev, tj. parov vektor-
jev (xi, yi), zbranih v mnoºici D = {X,y}, ºelimo dolo£iti
neznano vrednost izhoda y∗ pri vrednostih vhodnega vek-
torja x∗. V nadaljevanju v kontekstu GP-modela N ×D
matriko X in N × 1 vektor y ozna£imo kot u£no mnoºico,
saj jih uporabljamo za u£enje (angl. training) GP mo-
dela. Posamezni vhodno/izhodni par (xi, yi) iz te mnoºice
imenujemo tudi u£ni vektor oz. u£na to£ka. Par (x∗, y∗)
ozna£imo kot preizkusno oz. testno mnoºico ali tudi kot
testni vhod/izhod.

U£ni izhodi yi, i = 1, . . . , N predstavljajo vrednosti na-
klju£nih spremenljivk, izhajajo£ih iz Gaussovega procesa.
Predpostavimo, da je izhod sistema gladek in da je sistem
stacionaren ter za tvorjenje kovarian£ne matrike K upo-
rabimo Gaussovo kovarian£no funkcijo (7.5) z neznanimi
parametri na za£etku.

Dobimo: y ∼ N (0,K), kjer so elementi kovarian£ne ma-
trike Kij = Σij + v0δij . Σij so elementi kovarian£ne ma-
trike, dobljeni s kovarian£no funkcijo (7.5), v0δij pa opi-
suje vpliv ²uma na izhodu procesa, kjer je δij Kronecker-
jev operator. Ker smo predpostavili beli ²um, so njegove
vrednosti korelirane samo same s sabo.

1Neal [21] je pokazal, da je vnaprej²nja nevronska mreºa z enim
skritim nivojem, v katerem je neskon£no ²tevilo nevronov, enaka
GP-modelu. Hiperparametri dolo£ajo distribucijo (sicer neskon£-
nega ²tevila) parametrov te nevronske mreºe.

2Model je neparametri£en, saj za napovedovanje poleg hiperpara-
metrov in kovarian£ne funkcije potrebujemo ²e informacijo o obna-
²anju sistema v obliki vhodno/izhodnih podatkov, uporabljenih pri
modeliranju.

Ker je (zaenkrat ²e neznani) izhod y∗ udejanjenje istega
procesa kot u£ni izhodi y, lahko zapi²emo [4]: yN+1 =[

y
y∗

]
∼ N (0,KN+1). Skupno kovarian£no matriko KN+1

vektorja yN+1 lahko razbijemo:

KN+1 =


 K

  k(x)


[
k(x)T

] [
k(x)

]

 . (7.7)

Matrika K je kovarian£na matrika u£nih podatkov, k(x∗)
je vektor kovarianc med u£nimi izhodi in testnim izhodom,
k(x∗) pa avtokovarianca testnega izhoda.

Po Bayesovem na£inu [22] lahko verjetnostno porazdeli-
tev vrednosti izhoda y∗ razdelimo na dva dela: na del,
ki dolo£a verjetnost u£nih izhodov glede na u£ne vhode
(angl. marginal part): p(y|X) ∼ N (0,K), in na pogojni
del (angl. conditional part), ki glede na prvi del in vhod
x∗ napoveduje verjetnostno porazdelitev izhoda y∗. For-
malno zapisano je izra£un porazdelitve izhodne verjetnosti
odziva y∗ [17]:

p(y∗|x∗,y,X) =

∫
p(y∗|x∗, θθθ,y,X)p(θθθ|y,X)dθθθ. (7.8)

Obi£ajno je ta integral analiti£no neizra£unljiv, imamo pa
na voljo dve alternativi [17]. Prva, bolj pogosta, je apro-
ksimacija integrala z uporabo najbolj verjetnih vrednosti
neznanih hiperparametrov θθθ:

p(y∗|x∗,y,X) ≈ p(y∗|x∗, θθθ,y,X). (7.9)

Uporabimo tiste vrednosti hiperparametrov θθθ, pri katerih
je verjetnost u£nih izhodov y glede na vrednosti u£nih vho-
dov X in kovarian£no funkcijo C(., .) najve£ja. Dobimo
jih z iskanjem najve£jega robnega verjetja (angl. maxi-
mum marginal likelihood). Da se izognemo optimizaciji z
omejitvami, za optimizacijo uporabimo logaritem robnega
verjetja (angl. log-marginal likelihood):

L(θθθ) = log(p(y|X, θθθ))

= −1

2
log(|K|)− 1

2
yTK−1y − N

2
log(2π),

(7.10)

kjer je θθθ vektor parametrov, θθθ = [w1 . . . wD v1 v0]T in K
kovarian£na matrika za u£ne podatke D. �e je optimiza-
cija izvedena z metodo konjugiranih gradientov (ali katero
drugo gradientno metodo), je potreben ²e izra£un odvodov
po vseh hiperparametrih:

∂L(θθθ)

∂θi
= −1

2
sled

(
K−1 ∂K

∂θi

)
+

1

2
yTK−1 ∂K

∂θi
K−1y.

(7.11)
Ob vsakem koraku optimizacije je potrebno izra£unati in-
verz kovarian£ne matrike K−1, kar je ra£unsko zahtevno
za velike N .

Druga moºnost za aproksimacijo integrala (7.8) je nume-
ri£na integracija nad celotno porazdelitvijo hiperparame-
trov (MCMC metode, [17]), dobljeno z optimizacijo verje-
tnosti u£nih podatkov (7.10).
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7.1 Gaussovi procesi

Obstaja ²e ena moºnost izbire hiperparametrov modela, tj.
navzkriºno vrednotenje (angl. cross-validation) [25]. Vre-
dnosti hiperparametrov i²£emo kot obi£ajno, le da u£ne
podatke razbijemo na k delov za k-kratno navzkriºno vre-
dnotenje. Za u£enje uporabimo k−1 delov, za vrednotenje
pa tistega, ki ostane. Postopek ponovimo k-krat, vsaki£ z
drugimi podatki za vrednotenje. Ekstremni primer je nav-
zkriºno vrednotenje z izpu²£anjem (angl. leave-one-out -
LOO cross-validation). Najve£ji problem tega postopka je
ra£unska zahtevnost, saj moramo nau£iti k modelov [25].

Napovedovanje

Skupna porazdelitev p(yN+1) je Gaussova; torej je Gaus-
sova tudi pogojna porazdelitev p(y∗|x∗,y,X) = p(yN+1)

p(y|X) .
Po poenostavitvi [17, 29] kot napovedan izhod sistema
(7.6) dobimo Gaussovo porazdelitev:

p(y∗|x∗,X,y) = N
(
µ(x∗), σ2(x∗)

)
(7.12)

s srednjo vrednostjo µ(x∗) in varianco σ2(x∗):

µ(x∗) = k(x∗)TK−1y (7.13)

σ2(x∗) = k(x∗)− k(x∗)TK−1k(x∗) + v0, (7.14)

kjer je k(x∗) = [C(x1,x
∗) . . . C(xN ,x

∗)] ºe omenjeni N×1
kovarian£ni vektor med testnim izhodom in u£nimi izhodi
ter k(x∗) = C(x∗,x∗) avtokovarianca testnega izhoda.
Ilustracijo opisanega prikazuje slika 7.1.
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Slika 7.1: Princip modeliranja z Gaussovimi procesi

Interpretacija

GP-model je sestavljen iz naslednjih delov:

� iz parov vhodno/izhodnih u£nih podatkov (to£k) D,
ki predstavljajo obna²anje neznanega sistema,

� funkcije srednje vrednosti in

� kovarian£ne funkcije C(., .) z znanimi oz. optimizi-
ranimi hiperparametri θθθ, ki povedo, v kak²nem raz-
merju so podatki D.

Ker GP-model potrebuje informacijo o neznani funkciji v
obliki u£nih vhodov in izhodov tudi po u£enju, je model
neparametri£en. Hiperparametri namre£ prek kovarian£ne
funkcije samo povedo, kako se u£na informacija uporabi
za napovedovanje, ni pa v njih spravljena informacija o
opisovani funkciji/sistemu.

Na vektor k(x∗)TK−1 v izrazu za srednjo vrednost napo-
vedanega izhoda (7.13) lahko gledamo kot na vektor uteºi,
ki dolo£a uteºitev posameznih u£nih izhodov yi v y glede
na razdaljo med u£nimi in testnim vhodnim vektorjem. Ta
linearna kombinacija u£nih izhodov (angl. linear predic-
tor) se lahko razume kot glajenje v GP-modelu vsebovane
informacije o neznanem sistemu (u£ni podatki). �e dru-
ga£e si lahko napoved µ(x∗) predstavljamo kot linearno
kombinacijo N jedrnih (angl. kernel) funkcij, usredi²£enih
v u£nih to£kah: y∗ =

∑N
i=1 αi C(x∗,xi). Izhod iz sistema

je en vzorec iz dobljene normalne porazdelitve (7.12).

Majhna varianca σ2(x∗) napovedane porazdelitve izhoda
pomeni ve£je zaupanje v napoved in narobe. �e si ogle-
damo izraz za varianco, vidimo, da je sestavljen iz dveh
delov [25]. Od prvega dela k(x∗), ki predstavlja a priori
varianco GP, je od²tet izraz k(x∗)TK−1k(x∗). Ta pred-
stavlja zmanj²anje a priori variance GP pri x∗ zaradi u£nih
podatkov in se ve£a z ve£jo kovarianco med u£nimi in te-
stnim vhodom. Preprosteje: �bliºje� ko je testni vhod
ºe znanim (u£nim) vhodom, ve£je je zaupanje GP-modela
v to£nost napovedi. Prav varianca, odvisna tudi od lege
testnega vhoda glede na u£ne, je ena izmed glavnih pred-
nosti GP-modela pred druga£nimi modeli.

Primerjava z drugimi vrstami modelov

Splo²no o lastnostih GP-modela

GP-model se od ve£ine modelov razlikuje po tem, da je
neparametri£en, saj informacije o neznanem sistemu ne
vsebuje samo v (hiper)parametrih kovarian£ne funkcije,
marve£ je obna²anje sistema opisano tudi z u£nimi podatki
D, ki jih model vsebuje.

Dobre lastnosti (prednosti) GP-modela so:

� mera negotovosti napovedi izhoda, dana z varianco
in odvisna od medsebojne kovariance (lege) u£nih
vhodnih vektorjev in testnega vhodnega vektorja;

� moºnost vklju£evanja razli£nih vrst predznanja, npr.
linearnih lokalnih modelov, histereze, predznanja o
²umu, stati£ne karakteristike itd.;
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Identi�kacija nelinearnih sistemov z Gaussovimi procesi

� relativna enostavnost uporabe;

� majhno ²tevilo (hiper)parametrov, ki hkrati izraºajo
tudi vpliv posameznih vhodnih komponent in ²uma.

Poleg na²tetih prednosti ima GP-model tudi slabosti, pri
katerih bi poudarili:

� neparametri£nost GP-modela, ki omejuje moºnosti
uporabe, in

� veliko ra£unsko zahtevnost u£enja, ko je neznani sis-
tem opisan z velikim ²tevilom u£nih podatkov.

Ra£unsko zahtevnost lahko zmanj²amo na ve£ na£inov.
Ena moºnost je zgo²£evanje u£ne informacije npr. v lo-
kalne modele. Druga moºnost so pohitritve, ki nastanejo
z uporabo manj²e podmnoºice u£ne mnoºice, npr. [26], ali
z aproksimacijo inverza kovarian£ne matrike, ki je ra£un-
sko najbolj zahtevna [30]. Te in ²e nekatere druge metode
so opisane v [23, 25] in tamkaj²nih referencah.

Primerjava

Pojavlja se vpra²anje o razlikah med GP-modelom in dru-
gimi modeli, dobljenimi z eksperimentalnim modeliranjem,
pri modeliranju neznanih funkcij oz. sistemov.

Primerjavo z metodami, pri katerih dolo£imo najprej struk-
turo z npr. teoreti£nim modeliranjem in potem optimi-
ramo parametre s poljubno optimizacijsko metodo, ni pov-
sem ustrezna.

Laºje je GP-model primerjati z umetnimi nevronskimi mre-
ºami, ki se uporabljajo za opis nelinearnih relacij. Izkazalo
se je, da imajo nevronske mreºe poleg problema z dolo£e-
vanjem primerne strukture ²e dva ve£ja problema:

� netransparentnost (angl. the lack of transparency) �
struktura nevronske mreºe ne odraºa strukture ne-
znanega sistema, in

� �prekletstvo dimenzije� (angl. the curse of dimen-
sionality), ki se izraºa na dva sorodna na£ina. Z na-
ra²£anjem dimenzije vhodnega prostora se namre£
pove£ujeta:

� potreba po podatkih, ki nara²£a eksponentno z
dimenzijo, in

� ²tevilo gradnikov (nevronov) nevronske mreºe,

kar ima za posledico ve£jo ra£unsko zahtevnost in
ve£je moºnosti kon£anja optimizacije v nekem lokal-
nem minimumu.

Prednosti GP-modela pred nevronskimi mreºami so: dana
mera zaupanja v napoved pri GP-modelu, bolj²e delovanje
GP-modela pri manj²em ²tevilu podatkov in zmanj²anje
problema �prekletstva dimenzije�. Ve£ o povezavi/prime-
rjavi med GP-modelom in nevronskimi mreºami najdemo
v [18, 21, 11].

Modeli na podlagi mehke logike in mreºe lokalnih mode-
lov zmanj²ajo opisane probleme nevronskih mreº, vendar
ima v dolo£enih primerih GP-model pred njimi potenci-
alne prednosti. Predvsem to velja, kadar imamo opravka
z majhnim ali pomanjkljivim ²tevilom podatkov za iden-
ti�kacijo.

Model dobljen z metodo podpornih vektorjev (angl. Su-
pport Vector Machines � SVM), je tesno povezan z GP-
modelom, saj metoda, tako kot modeliranje GP, uporablja
jedrne funkcije (angl. kernel functions). Glavna prednost
GP-modela pred drugimi je mera zaupanja v napoved GP-
modela in uporaba pogojne verjetnosti za dolo£anje para-
metrov (Bayesov na£in), slabost pa ra£unska zahtevnost.
Metoda relevantnih vektorjev (angl. Relevance Vector Ma-
chines � RVM) je posebna oblika modeliranja GP [25].

Povezava med GP-modeli in ²e nekaterimi drugimi modeli
je podrobneje opisana v [25, 18] ter tamkaj²njih referen-
cah.

Primer identi�kacije stati£ne nelinearnosti

z GP

Ilustrirajmo uporabo GP-modela na primeru. �elimo iden-
ti�cirati nelinearno funkcijo f(x), odvisno od neodvisne
spremenljivke x:

f(x) = 4x2 + x− 6 sin(x) + 1 + v (7.15)

na intervalu x ∈ [0, 1.2]. Varianca Gaussovega ²uma v
na izhodu je σ2 = 0.0025. Nelinearna funkcija je pred-
stavljena z osmimi neenakomerno porazdeljenimi u£nimi
pari (to£kami), ki predstavljajo vhodno/izhodno relacijo
x/f(x). Funkcijo in u£ne to£ke lahko vidimo na sliki 7.2.

Za identi�kacijo izberemo Gaussovo kovarian£no funkcijo
(7.5), in to zaradi samo enega vhoda poenostavljeno v:

C(xi, xj) = v1 exp

[
−1

2
w(xi − xj)2

]
+ v0δij . (7.16)

Z optimizacijo dolo£imo tri hiperparametre, ki dobijo vre-
dnosti v1 = 13.8, w = 4.2 ter v0 = 0.0065. Rezultati
identi�kacije so prikazani na sliki 7.3. Lahko opazimo, da
model slabo opisuje neznano funkcijo na podro£ju, ki ni
opisano z u£nimi to£kami (x > 1), prav tako je predikcija
slab²a na redkeje (to je z malo to£kami) opisanih podro£jih
x > 0.7. Dobra lastnost GP modela je, da nas na slab²e
opisano podro£je opozori pove£ana varianca (negotovost)
na sliki 7.3, kar je vidno predvsem pri x > 1. Manj opa-
zna (zaradi manj²ega ²uma) je druga lastnost GP modela,
to je glajenje vsebovane u£ne informacije, pri kateri mo-
del vsebovane (u£ne) po²umljene vzorce zgladi za napoved
novega izhoda.

76



7.2 Identi�kacija dinami£nih sistemov z GP
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7.2 Identi�kacija dinami£nih siste-

mov z GP

Strnjene dobre lastnosti GP-modela pri uporabi za identi-
�kacijo dinami£nih sistemov so zbrane v naslednjih to£kah:

� Napoved je dana v obliki Gaussove porazdelitve, pri
kateri na varianco lahko gledamo kot na mero zau-
panja v napoved. Ta je odvisna od kvalitete in lege
u£nih podatkov v prostoru.3

� �tevilo hiperparametrov, ki jih moramo v postopku
identi�kacije optimirati, je relativno majhno.

� Model je precej robusten, saj deluje relativno dobro
tudi z malo podatki za u£enje (npr. v neravnoteºnem
podro£ju).

3Dana �mera zaupanja� v napovedan izhod ni izklju£no domena
GP-modelov. Kako jo je mogo£e dobiti za mehke modele, je opisano
npr. v [15]. V splo²nem je to lastnost Bayesovega na£ina modelira-
nja.

� Moºno je vklju£evanje razli£nih vrst predznanja, kot
so znanje o stati£ni karakteristiki, lokalnih modelih
itd.

� Prekletstvo dimenzije ne nara²£a eksponentno, am-
pak s tretjo potenco [24].

� Model ne uporablja razvrstilnih spremenljivk; prav
tako ni potrebna delitev operacijskega podro£ja na
podpodro£ja (v primerjavi z npr. mreºami lokalnih
modelov).

Seveda ima GP-model tudi nekaj omejitev:

� je neparametri£en model in kot tak neuporaben, £e
potrebujemo parametri£nega (npr. za nekatere po-
stopke na£rtovanja vodenja);

� uporaba modela je ra£unsko zahtevna v primeru ve-
like u£ne mnoºice, predvsem to velja v fazi optimi-
zacije hiperparametrov.

Kdaj torej uporabiti GP-model za identi�kacijo dinami£-
nih sistemov namesto bolj uveljavljenih metod?

� Informacija o sistemu je dana v obliki vhodno/izhodnih
podatkov.

� Podatki, ki so na voljo, so slabi, vsebujejo veliko
²uma, napake meritev, manjkajo£e in neenakomerno
razporejene podatke.

� Potrebujemo mero negotovosti v napoved.

� Na voljo imamo relativno majhno (vendar ne pre-
majhno) ²tevilo podatkov glede na ²tevilo regresor-
jev.

Procedura identi�kacije

V tem podpoglavju bomo najprej orisali postopek identi�-
kacije dinami£nih sistemov z GP-modelom [3]. Pri identi�-
kaciji model dobimo iz meritev, seveda pa si pri tem lahko
pomagamo z znanjem o sistemu, £e ga imamo. V grobem
je identi�kacija z GP-modelom sestavljena iz naslednjih
faz:

1. de�nicija namena modela;

2. postavitev GP-modela;

3. na£rtovanje eksperimenta z uporabo a priori znanja
ali predhodnih meritev;

4. eksperiment in obdelava signalov, da pridobimo po-
datke za u£enje in vrednotenje;

5. u£enje GP-modela, tj. optimizacija hiperparametrov,
in
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6. vrednotenje GP-modela.

V vsaki od faz se lahko odlo£imo ali bomo nadaljevali z
naslednjo fazo identi�kacije ali pa se bomo vrnili na katero
izmed prej²njih. Celoten postopek identi�kacije je redko
opravljen v enem koraku, po navadi je iterativen. Identi�-
kacija je kon£ana, ko se na podlagi vrednotenja odlo£imo,
da je model zadosti dober za svoj namen.

V nadaljevanju bomo najprej na kratko predstavili posa-
mezne faze identi�kacije. Ve£ji del faz identi�kacijskega
postopka je enak kot pri drugih identi�kacijskih postop-
kih [19, 16], ki smo jih opisali v poglavju 3. Poudarili
bomo faze identi�kacijskega postopka, ki se zaradi lastno-
sti GP-modela bolj razlikujejo od istih faz pri drugih vr-
stah modelov.

De�nicija namena modela

Namen identi�kacije je dobiti model nekega procesa. Ta
model ni sam sebi namen, marve£ naj bi bil namenjen
neki nalogi. Ta naloga dolo£a kriterije, ki jih mora model
izpolniti pri vrednotenju, da ga sprejmemo kot zadovoljiv
model. Model uporabljamo za simulacijo, napovedovanje
odziva, na£rtovanje vodenja, analizo ali zaznavanje napak
ipd.

Postavitev modela

Naslednja faza v identi�kaciji je postavitev modela. Na
podlagi apriori znanja o procesu, morebitnih predhodnih
meritev ali rezultatov vrednotenja postavimo GP-model.
Postavitev obsega:

� izbiro primerne kovarian£ne funkcije,

� izbiro regresorjev in

� odlo£itev o morebitnem vklju£evanju predznanja.

Pri dinami£nih sistemih z izbiro regresorjev hkrati dolo-
£imo tudi red modela.

Na£rtovanje eksperimenta

Naslednja faza v postopku identi�kacije je na£rtovanje ek-
sperimenta. Tega na£rtujemo na podlagi znanja o procesu,
dobljenega iz predznanja ali predhodnih meritev, in glede
na postavljeni GP-model.

Postopek na£rtovanja je soroden kot pri drugih metodah:

1. izbira vhodov in izhodov iz procesa, pri £emer mo-
ramo paziti, da merimo vse vplivne veli£ine;

2. izbira primernega £asa vzor£enja;

3. izbira primernega vzbujevalnega signala, da je pro-
ces opisan na celotnem podro£ju delovanja, ki nas
zanima. Lastnost GP-modela je namre£, da model
dobro interpolira na podro£ju, kjer imamo u£ne po-
datke, in slabo ekstrapolira.

Pri na£rtovanju moramo upo²tevati omejitve, kot so:

� motnje merjenih signalov;

� omejitev vhodnega signala v proces zaradi �zi£nih
ali varnostnih razlogov in omejitve izvr²nih £lenov;

� omejen £as, ki je na voljo za izvedbo identi�kacij-
skega postopka (recimo pri merjenjih v industrijskem
okolju).

Eksperiment in obdelava podatkov

Eksperiment izvedemo, kot smo ga za£rtali v prej²njem
razdelku. Rezultat eksperimenta so izmerjeni vhodni in
izhodni signali procesa, ki predstavljajo njegovo obna²a-
nje.

Vhod v GP niso signali, marve£ vzorci, ki dolo£ajo obna²a-
nje sistema/procesa pri dolo£enih vrednostih regresorjev.
Te vzorce dobimo z vzor£enjem vhodnih in izhodnih si-
gnalov procesa, pri £emer £as vzor£enja dolo£imo ºe v fazi
na£rtovanja eksperimenta.

Primer moºne izbire vhodno/izhodnega u£nega para (z in-
deksom i) za proces z vhodnim signalom u in izhodnim
signalom y, ki bi ga radi opisali z na primer sistemom
drugega reda:

� u£ni izhod i: izhod iz procesa v £asu t = kT : yi =
y(k);

� ustrezni u£ni vhod: xi = [y(k − 1) y(k − 2) u(k −
1) u(k − 2)],

kjer je T £as vzor£enja vhodnih in izhodnih signalov. Te-
stne vhode sestavljamo enako kot u£ne.

Dobra lastnost GP-modela je, da se pomembnost posame-
znih regresorjev odraºa skozi vrednost ustreznih hiperpa-
rametrov (angl. automatic relevance detection, ARD). Za
Gaussovo kovarian£no funkcijo (7.5) tako npr. velja, da
ve£ja ko je vrednost hiperparametra wd, bolj pomemben
je ustrezni regresor d. To lastnost lahko uporabimo samo,
£e dobljene u£ne vzorce pred uporabo za u£enje norma-
liziramo tako, da so vrednosti vzorcev po posameznih
regresorjih v enakem velikostnem razredu.

V primeru manjkajo£ih vrednosti regresorjev v posame-
znem u£nem vzorcu lahko te vrednosti, ali nadomestimo
npr. z nekim (primernim) povpre£jem prej²njih in poznej-
²ih vzorcev (GP-model tako ali tako povpre£i informacijo)
ali pa tak vzorec zavrºemo ali zamenjamo z drugim, £e
imamo na voljo dovolj podatkov.
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7.2 Identi�kacija dinami£nih sistemov z GP

U£enje modela

U£enje GP-modela je enako, naj gre za GP-model, ki opi-
suje stati£ne, ali za GP-model, ki opisuje dinami£ne sis-
teme. V postopku u£enja optimiziramo hiperparametre θθθ.
Ti niso znani vnaprej, marve£ jih je potrebno dolo£iti iz
u£nih podatkov.

Obi£ajno je uporabljena metoda najve£je podobnosti, saj
kljub preprostosti daje dobre rezultate. V splo²nem lahko
za dolo£itev najbolj verjetnih vrednosti hiperparametrov
uporabimo katerokoli optimizacijsko metodo [6].

Zaradi moºnosti obti£anja postopka optimizacije v lokal-
nem minimumu u£enje navadno ponovimo ve£krat za raz-
li£ne za£etne vrednosti hiperparametrov in vrednotimo ta-
ko dobljene modele.

Vrednotenje modela

�eprav je vrednotenje zelo pomemben korak v identi�ka-
cijskem postopku, ki pove kako dober je dobljen model,
mu je dostikrat namenjeno premalo pozornosti. Z vre-
dnotenjem preverimo ujemanje matemati£nega modela in
obravnavanega sistema [20].

Kakovost modela lahko merimo na ve£ na£inov, najbolj
pomembni vidiki so:

� verodostojnost modela (angl. model plausibility), pri
tem nas zanima skladnost modela s predhodnim zna-
njem;

� (ne)pravilnost modela (angl. model falseness), pri
£emer nas navadno zanima ujemanje izhoda modela
in procesa, ter

� ustreznost modela (angl. model purposiveness), pri
tem preverimo, ali je model ustrezen za namenjeno
nalogo.

Pregled metod vrednotenja najdemo npr. v [20, 9].

Zelo pogosto pri vrednotenju uporabljamo rezultate simu-
lacije ali enokora£ne predikcije modela, ki ju primerjamo z
obna²anjem procesa. Vrednotenje s simulacijo pomeni, da
model, ki smo ga nau£ili za enokora£no predikcijo (model
ARX) preizkusimo po metodi izhodnega pogre²ka (model
OE) o £emer govori naslednji razdelek.

Simulacija dinami£nih GP-modelov

Zaradi svoje oblike se GP-model uporablja kot diskretni
vhodno/izhodni dinami£ni model, ki uporablja diskretne
korake, najbolj tipi£no kot NARX model (angl. Nonlinear
AutoRegressive with eXogenous input model) [27]. Tako v
koraku k kot vhodni vektor v GP-model xk nastopajo s

£asom T vzor£ene pretekle vrednost vhodov v sistem u in
izhodov iz sistema y:

xk = [y(k − 1) . . . y(k − L) u(k − 1) . . . u(k − L)].
(7.17)

Na splo²no imamo za simulacijo, tj. ve£kora£no predikcijo,
dve moºnosti:

� direktno metodo, pri kateri nau£imo ve£ modelov, za
vsak ºeleni predikcijski horizont posebej, ali

� iterativno metodo, pri kateri naredimo model za eno-
kora£no predikcijo, ki jo ponavljamo iterativno.

Problem direktne metode je, da moramo vnaprej izbrati
predikcijski horizont, in £e ga spremenimo, moramo mo-
del u£iti znova. Drug problem te metode je, da za mo£no
nelinearne sisteme in velik horizont potrebuje na voljo ve-
liko ²tevilo podatkov [6]. Ker je simulacija ve£kora£na
predikcijska metoda za neskon£ni predikcijski horizont, je
izvedba direktne metode omejena.

Nasprotno je model za enokora£no predikcijo mogo£e na-
rediti relativno enostavno, z iteracijo pa je mogo£e dobiti
model za kateri koli predikcijski horizont ho£emo [6]. To
metodo uporabljamo npr. pri simulaciji sistemov z nevron-
skimi mreºami. Problem iterativne metode simulacije je
akumulacija napake, ko se pomikamo naprej po £asu. Ena
moºnost re²itve problema je eliminacija sistemati£nih na-
pak, ki nastanejo zaradi zaporednih enokora£nih napovedi
[28, 10]. Z uporabo GP-modela pa nasprotno dobimo tudi
moºnost, da napake ne odpravljamo, marve£ jo z uporabo
variance napovedi raje ovrednotimo [14, 6].

Postopek simulacije

Predpostavimo, da poznamo zgodovino obna²anja dina-
mi£nega sistema reda L do koraka k. Potem v koraku
k + 1 poznamo celoten vhodni vektor GP-modela:

xk+1 = [y(k) . . . y(k − L+ 1) u(k) . . . u(k − L+ 1)].
(7.18)

V koraku k+2 kot nov vhodni vektor v GP-model nastopa:

xk+2 = [y(k + 1) y(k) . . . y(k − L+ 2) u(k + 1) . . .

u(k − L+ 2)]. (7.19)

Tu nastopi problem, saj ne poznamo vrednosti izhoda v
£asu k + 1. Postopamo podobno kot pri nevronskih mre-
ºah � namesto prave vrednosti izhoda iz sistema y(k + 1)
uporabimo njen pribliºek ŷ(k + 1) = f(xk), izra£unan z
GP-modelom. Enako postopamo v vseh nadaljnjih kora-
kih.

Imamo dve moºnosti simulacije:

� simulacija brez propagacije negotovosti ali �naivna�
metoda, pri kateri podobno kot pri nevronskih mre-
ºah za vrednost izhoda uporabimo samo srednjo vre-
dnost napovedi, in
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Identi�kacija nelinearnih sistemov z Gaussovimi procesi

� simulacija s propagacijo negotovosti ali �eksaktna�
metoda, pri kateri uporabimo celotno napovedano
porazdelitev. Postopek je podrobno opisan v [6],
skraj²ana ina£ica pa je v [14, 5] in [1]. Tudi pri tej
ne moremo izra£unati natan£nih porazdelitev na iz-
hodu modela, zato se moramo zopet zate£i k aproksi-
maciji. Imamo dve moºnosti aproksimacije [6, 18]:

1. analiti£no aproksimacijo, pri kateri izhodno ne-
Gaussovo porazdelitev aproksimiramo z Gaus-
sovo z enako srednjo vrednostjo in varianco
(slika 7.4), kar imenujemo metoda ujemanja sta-
tisti£nih momentov, in

2. numeri£no Monte-Carlo metodo.
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Slika 7.4: Simulacijska shema za identi�cirani GP-model
dinami£nega procesa

Kdaj torej uporabiti prvo ali drugo metodo?

Metoda s propagacijo negotovosti daje natan£nej²o mero
zaupanja v napoved, a je hkrati ra£unsko bolj zahtevna
tako za analiti£no kot za numeri£no propagacijo. Na drugi
strani je metoda brez propagacije negotovosti hitra, eno-
stavna in ²e vedno daje neko informativno mero zaupanja.
Ta je sicer preoptimisti£na, saj se akumulirana napaka iz
preteklih korakov ne upo²teva pri napovedi.

Propagacija variance ne daje samo natan£nej²ega napo-
vedovanja izhoda, marve£ spremeni tudi srednjo vrednost
napovedane porazdelitve. Odvisno od nelinearnosti sis-
tema so te razlike lahko ve£je ali manj²e. Ker gre tako pri
�naivni� kot pri �eksaktni� simulaciji za pribliºek, lahko
samo domnevamo, za koliko so rezultati slednje natan£-
nej²i. Odstopanje modela pa moramo ºe tako ali tako pre-
veriti z vrednotenjem, ki pokaºe kakovost napovedovanja
modela.

�Naivno� metodo torej uporabimo, ko nas zanima hitrost
in enostavnost, �eksaktno� pa, ko nas zanima natan£nej²a
mera zaupanja v napoved in £as trajanja simulacije ni pre-
ve£ omejen.

Primer identi�kacije dinami£nega procesa

Opisano metodo ilustrirajmo z identi�kacijo nelinearnega
dinami£nega sistema prvega reda (3.10), ki ga bomo mo-
delirali kot model prvega reda:

y(k + 1) = f(y(k), u(k)). (7.20)

Funkcija f je GP, in sicer imamo dvodimenzionalni regre-
sijski model D = 2. To pomeni, da identi�ciramo hiper-
parametre: v0, v1, w1, w2.

Vhodni in izhodni signali

Poglavitne zna£ilnosti izbranih vhodnih in izhodnih signa-
lov so naslednje:

� Vhodni signal je de�niran na podro£ju [-1.3, 1.3].

� Izbrani £as vzor£enja glede na dinamiko sistema je
0.5 s.

� Vhodni signal za identi�kacijo (enak kot v poglavju
3):

� tvorjen z generatorjem naklju£nih ²tevil,

� ²tevilo podatkov dolo£a dimenzijo kovarian£ne
matrike,

� velikost kovarian£ne matrike dolo£a ra£unsko
obremenitev.

� Vhodni signal za vrednotenje (enak kot v poglavju
3):

� tvorjen z generatorjem naklju£nih ²tevil, ven-
dar z drugim vzor£enjem in amplitudo na po-
dro£ju [-1.2,1.2],

� drugi signal za vrednotenje z amplitudo zunaj
identi�ciranega podro£ja, in sicer [-1.3,1.5].

Odziv na vhodni signal za identi�kacijo prikazuje slika 7.5,
primerjava modela z originalom pa je prikazana na sli-
kah 7.6 in 7.7 .

Vrednotenje prikazujejo slike 7.8, 7.9, 7.10 in 7.11.

Odzive lahko kvantitativno vrednotimo z razli£nimi cenil-
kami. Zelo pogosti sta povpre£na vrednost absolutne na-
pake in ²e posebej povpre£na vrednost kvadrata napake,
ki je posebej primerna za vse metode, pri katerih opti-
miramo z metodo najmanj²ih kvadratov. Primer cenilke,
ki upo²teva celotno porazdelitev, je logaritem napovedane
gostote napake (angl. log-predictive density error, LD),
ki bolj uteºi napako tistih napovedi, pri katerih model z
manj²o varianco izkazuje ve£je zaupanje v napoved.

Omenjene cenilke so zbrane v naslednjih ena£bah in rezul-
tatih za na² primer:

AE =
i = 1

N

∑
|ŷi − yi| = 0.028,
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7.3 Primer identi�kacije pH procesa
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Slika 7.5: Odziv na signal za identi�kacijo
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Slika 7.6: Nelinearnost sistema y(k+1)=f(u(k),y(k)) (leva
slika) in GP-modela (desna slika)
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Slika 7.7: Primerjava izohips in gradientov

SE =
i = 1

N

∑
(ŷi − yi)2 = 0.0016,

LD =
1

2N

∑
i

(log(2π) + log(σ2
i ) +

(ŷi − yi)2

σ2
i

) = −1.3842,

kjer so:
AE � povpre£na vrednost absolutne napake
SE � povpre£na vrednost kvadrata napake
LD � logaritem gostote napake
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Slika 7.8: Odziv na prvi signal za vrednotenje
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Slika 7.9: Odziv na drugi signal za vrednotenje
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Slika 7.10: Standardna deviacija odziva na drugi signal za
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7.3 Primer identi�kacije pH procesa

Oglejmo si ²e primer identi�kacije pH procesa (2.20) [11],
ki ga bomo modelirali z modelom vi²jega reda. Upora-
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Slika 7.11: Povr²ina negotovosti (leva slika) y(k + 1) =
f(u(k), y(k)) za GP-model in poloºaj u£nih podatkov (de-
sna slika)

bili smo ga ºe za prikaz modeliranja z nevronsko mreºo v
poglavju 3.

Identi�kacija

Z iterativnim postopkom smo izbrali naslednji model:

� Kovarian£na funkcija:

C(xp,xq) = v1 exp

[
−1

2

D∑
d=1

wd(x
p
d − x

q
d)

2

]
.

� Regresorji: y(k−1), ..., y(k−4), u(k−1), ..., u(k−4),
kar pomeni deset hiperparametrov za optimizacijo.

� Iz tega sledi ve£ja ra£unska obremenitev (po izku²nji
pribliºno 110-krat ve£ja kot pri sistemu 1. reda).

� Uporabljena optimizacijska metoda: Polak-Ribierova
metoda konjugiranih gradientov.

Vrednotenje modela prikazujejo slike 7.12 do 7.14. Vre-
dnosti kriterijskih funkcij za vrednotenje sta AE = 0.1494,
SE = 0.0512 in LD = 27.87.
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Slika 7.12: Odziv procesa in srednja vrednost napovedi
modela

0 5 0 0 1 0 0 0 1 5 0 0 2 0 0 0 2 5 0 0 3 0 0 0 3 5 0 0 4 0 0 0 4 5 0 0 5 0 0 0
- 0 . 2

0

0 . 2

0 . 4

0 . 6

0 . 8

A v t o k o r e l a c i j a  s i g n a l a  p o g r e � k a

p r e m i k  [ s ]

Slika 7.13: Avtokorelacija pogre²ka modela
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Slika 7.14: Odziv na signal za vrednotenje skupaj s pasom
negotovosti

Na sliki 7.14 lahko vidimo podro£ja z ve£jo varianco, ki
pomenijo slab²o kvaliteto predikcije. To je posledica tega,
da smo sistem vrednotili s signalom, ki se dinami£no precej
razlikuje od signala, ki smo ga uporabili za identi�kacijo.
Pomeni, da se pri vrednotenju model odziva zunaj ali na
robu podro£ja, kjer je bil identi�ciran. Zato sistem vre-
dnotimo ²e s signalom, ki vzbuja sistem v podro£ju, kjer
je bil proces identi�ciran (slike 7.15 in 7.16), pri £emer
dobimo bolj²e rezultate vrednotenja.

7.4 Na£rtovanje vodenja

GP-model je neparametri£ni verjetnostni model. Metode
na£rtovanja vodenja, ki bi lahko uporabljale tovrstni mo-
del, so bolj ali manj iste kot metode, opisane pri uporabi
umetnih nevronskih mreº za na£rtovanje vodenja. Ilustri-
rali bomo primer prediktivnega vodenja z uporabo GP-
modela na procesu prvega reda (3.10) [12] in na pH pro-
cesu [13] na enak na£in, kot smo to naredili v poglavju
4.

Uporabili smo prediktivno funkcijsko vodenje s kriterijsko
funkcijo

J = min
U(k)

[r(k + P )− ŷ(k + P )]
2
.
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Slika 7.15: Vrednotenje z drugim vhodnim signalom
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Slika 7.16: Avtokorelacija pogre²ka modela

Uporabljeni predikcijski horizont je dolg osem vzorcev, re-
gulirni horizont pa en vzorec. Pri optimizaciji regulirnega
signala bi lahko upo²tevali omejitve amplitud in hitrosti na
vhodu, izhodu in stanjih, vendar smo upo²tevali le omeji-
tev variance var ŷ(k+P ) ≤ kv, ki implicitno upo²teva tudi
druge omejitve, saj tam, kjer je proces omejen, ne moremo
identi�cirati dobrega modela oziroma ga sploh ne moremo
identi�cirati, na kar kaºe velika vrednost variance.

Rezultate sledilnega vodenja brez upo²tevanja omejitve
prikazujeta sliki 7.17 in 7.18, z omejitvijo pa sliki 7.19
in 7.20.

Popolnoma enak princip vodenja smo uporabili tudi na pH
procesu. Rezultate sledilnega vodenja brez upo²tevanja
omejitve prikazujeta sliki 7.21 in 7.22, z omejitvijo pa sliki
7.23 in 7.24.

Enostaven sklep, ki ga lahko naredimo na podlagi prikaza-
nih rezultatov, je, da prediktivno vodenje lahko s pridom
izkori²£a informacijo o negotovosti modela. Prediktivni
regulator proces ne pusti v podro£je, kjer je deviacija mo-
dela ve£ja od predpisane vrednosti, in na ta na£in vzdrºuje
varnost vodenja.
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Slika 7.17: Rezultati vodenja � primer brez omejitev
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Slika 7.18: Standardna deviacija
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Slika 7.19: Rezultati vodenja � primer z omejitvijo vari-
ance na vrednost 0.132
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Slika 7.20: Standardna deviacija
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Slika 7.21: pH proces: Rezultati vodenja � primer brez
omejitev
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Slika 7.22: Standardna deviacija
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Slika 7.23: pH proces: Rezultati vodenja � primer z ome-
jitvijo variance na vrednost 0.152
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Slika 7.24: Standardna deviacija
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